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Liga Zadaniowa, Edycja I, Seria 1, Rozwigzania

Zadanie 111. Dowie$¢, ze nie istnieje liczba naturalna, ktorej kwadrat ma w zapisie
dziesietnym 45 cyfr, gdzie kazda z cyfr dziesietnych ¢=1,2,3,...,9 wystepuje dokladnie
c razy.

Rozwigzanie:

Suma cyfr opisanej w tresci zadania liczby 45-cyfrowej jest réwna

9
9-(9+1)-(2:9+1) 9-10-19

d = (+)6( D _ 5 —3:5:19,

c=1

jest wiec podzielna przez 3, ale nie jest podzielna przez 9.
Tymczasem kwadrat dowolnej liczby catkowitej, jezeli jest podzielny przez 3, to jest

takze podzielny przez 9.
Zatem opisana w zadaniu liczba 45-cyfrowa nie moze by¢ kwadratem liczby catkowite;j.

W rozwiagzaniu wykorzystaliémy wzor na sume kwadratow liczb naturalnych od 1

do n: .
124224324 +n%:§)2=n(”+m'@n+n
N > - .

Zadanie 112. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p, ze liczba 2p%+19 tez
jest pierwsza.

Rozwigzanie:

Kwadrat dowolnej liczby catkowitej niepodzielnej przez 3 daje przy dzieleniu przez 3
reszte 1.

Stad dla dowolnej liczby p niepodzielnej przez 3, liczba 2p? 419 jest podzielna przez
3 1 wieksza od 3, jest wiec ztozona.

Jedyna liczba pierwsza, ktéra moze spelnia¢ warunki zadania, jest p=3. Wowczas
liczba 2p? +19 = 37 istotnie jest pierwsza.

Odpowiedz: Jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest p=3.

Zadanie 113. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb naturalnych n, k, ze liczby

) () ()

tworza rosnacy postep arytmetyczny tréjwyrazowy, a ponadto sa dlugosciami bokdéw

trojkata prostokatnego.
n b n n
k)’ k+1) k+2

Rozwigzanie:
Oznaczmy

Woéwezas zgodnie z warunkami zadania 2b=a+c oraz a®+b* = 2. Zatem

2

a+c

a4 — 2

2 7
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skad otrzymujemy kolejno

4a* +a® 4 2ac+? = 4c?
5a®+2ac—3c* =0,
co po podstawieniu t = a/c prowadzi do réwnania
5t242t—3=0

majacego rozwiazania t=—1 oraz t=3/5. Warunki zadania sg spelnione tylko przez
drugie z rozwigzan, ktore prowadzi do zaleznosci

a=3c/5, b=4c/5.
Wymnika stad, ze warunki zadania beda spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy a, b, ¢ beda
liczbami dodatnimi pozostajacymi w proporcji 3:4:5.
Ten wniosek prowadzi do nastepujacych dwoch rownan

s b () ARk ok

3 a (Z) (kD (n—k—1)ln! k+1

5 ¢ (1) (ke DL(—k—1) n—k—1

4 b ( n ) C(k+2)!-(n—k=2)!n! k+2

k+1
czyli
{4(k‘+1) =  3(n—k)
5(k+2) = 4(n—k—1)"
co dalej prowadzi kolejno do
{4/€+4 = 3n-3k
5k+10 = 4n—4k—4
{7k+4 = 3n
9k+14 = 4n

A(Tk+4) = 12n = 3(9%k + 14)
28) + 16 = 27k + 42

k=26
_Th+4

62 .
3

n
Odpowiedz: Jedyna para liczb spelniajacych warunki zadania jest para
n==62, k=26.

Zadanie 114. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréw-
nos¢

3n+6
n

><10-7"—1.

Rozwigzanie:
Zamierzamy przeprowadzi¢ dowod indukcyjny.
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Dla n=1 mamy (3";6) =9 oraz 10-7""1 =10, a zatem dana w zadaniu nier6wnosé
przyjmuje postac¢ 9 < 10, jest wiec prawdziwa.
Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

<3”+6> <10-7"1.
n
Chcemy wykazaé, ze
3
< ”+9> <10-7".
n+1

Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
<3n+9>_ (3n+9)! ~ (3n+9)-(3n+38)-(3n+T7)-(3n+6)!
n+1

T (nrD)-(2n+8)  (n+1)-nl-(2n+8)-(2n+7)-(2n+6)!
_(3n+9)-(3n+8)-(3n+7) <3n—|—6> _ (3n+9)-(3n+8)-(3n+7)
 (n+1)-(2n+8)-(2n+7) (n+1)-(2n+8)-(2n+7)
<7-10-7"'=10-7",

10-7

n

o ile udowodnimy, ze
(3n+9)-(3n+38)-(3n+7)
(n+1)-(2n+8)-(2n+7)
Powyzsza nier6wnos¢ jest rGwnowazna nierOwnosci
(3n+9)-(3n+8)-Bn+7)<7-(n+1)-(2n+8)-(2n+7),
co kolejno przeksztalca sie do
27n® 42160 + 573n+ 504 < 28n® + 238n” + 602n + 392,
112 < n® +22n° +29n .

Dla n =1 powyzsza nieréwnos¢ przyjmuje postac¢ 112 <52, jest wiec falszywa.

Z kolei dla n =2 otrzymujemy 112 <154, co dowodzi prawdziwosci nieréwnosci dla
n = 2. Poniewaz prawa strona nierownosci w oczywisty sposob rosnie wraz ze wzrostem
n, nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdego n > 2.

Drugi krok indukcyjny zostat wiec przeprowadzony tylko dla n > 2.

Dla kompletnosci dowodu nalezy sprawdzi¢ dang w tresci zadania nieréwnosé¢ dla
n = 2. Sprawdzenie to okazuje si¢ przejmowac role pierwszego kroku indukcyjnego.

Dla n =2 otrzymujemy
12
<2> =66<70=10-7".

Na mocy zasady indukcji matematycznej dana w zadaniu nieréwnosé zostata udowod-
niona dla kazdej liczby naturalnej n > 2, a ponadto wykonaliémy bezposrednie sprawdze-
nie dla n=1.

Uwaga:

Sprawdzenie dla n =2 nie wydaje sie wymaga¢ wiele pracy, jednak brak swiadomogsci
koniecznosci wykonania tego sprawdzenia jest bardzo powaznym btedem.
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Zadanie 115. Rozstrzygnaé, czy liczba log(3 +V8) (7+ V 50) jest wymierna czy nie-

wymierna.
Rozwigzanie:
Korzystajac z réwnosci

(14v2) =142-vV2+2=3+2V2=3+58

oraz
(14v2) = 14+3-v2+3242-V2=T+5V2 =7+ V50
otrzymujemy
3
log(3+\/g) (7—1—\/%) =5-

Odpowiedz: Dana w zadaniu liczba jest wymierna, gdyz jest réwna 3/2.
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