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Liga Zadaniowa, Edycja I, Seria 2, Rozwigzania

Zadanie 121. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p, ze liczba p*+4 tez jest
pierwsza.

Rozwigzanie:

Sposéb I:

Z Matego Twierdzenia Fermata wynika, ze czwarta potega dowolnej liczby catkowitej
niepodzielnej przez 5 daje przy dzieleniu przez 5 reszte 1.

Stad dla dowolnej liczby p > 1 niepodzielnej przez 5 liczba p* +4 jest podzielna przez
5 1 wieksza od 5, jest wiec ztozona.

Jedyna liczba pierwsza, ktéra moze spetnia¢ warunki zadania, jest p=>5. Jednak wow-
czas liczba p*+4 =629 =17-37 takze jest zlozona.

Odpowiedz: Nie istnieja liczby pierwsze spetniajace warunki zadania.

Sposaéb 11:
Korzystajac z tozsamosci

n*+4= <n2+2n+2) : (n2—2n+2) = ((n+ 1)2+1> : ((n—1)2+1)
wnioskujemy, ze liczba n* 44 jest zlozona dla kazdej liczby naturalnej n, dla ktérej
(n—12+1>1,

czyli dla kazdej liczby n > 1, a w szczeg6lnosci dla kazdej liczby pierwszej n.

Zadanie 122. Niech fi(z)=log sz oraz niech f,1(z)= fi(fu(z)) dlan=1,2,3,...

Obliczy¢ [fa012(3)], gdzie [y] oznacza cze$¢ catkowita liczby y.

Rozwigzanie:

Funkcja f; jest rosnaca jako funkcja logarytmiczna o podstawie wiekszej od 1. Ponad-
to f1(3) =log, 53 > logﬁ\/gzi’) oraz fi(4)=log z4=4, skad wynika, Ze dla dowolnego
x € [3,4) zachodzi nieréwnosé 3 < fi(x) <4, a w konsekwencji takze 3 < f,(x) <4 dla
dowolnej liczby naturalnej n.

Stad w szczegolnosci

3< fa012(3) <4,

co prowadzi do

[f2012(3)] =3.

Zadanie 123. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby catkowite dodatnie n, ze liczba

n®+315
jest kwadratem liczby caltkowite;j.
Rozwigzanie:
Roéwnanie
n®+315=k?

jest rGwnowazne rownaniu

(k—n)(k+n)=315.
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Rozktadajac liczbe 315 na czynniki pierwsze otrzymujemy 315=3%-5-7, co prowadzi do
nastepujacych rozktadow tej liczby na iloczyn dwdéch liczb naturalnych:
315=1-315=3-105=5-63=7-45=9-35=15-21,

a to z kolei daje odpowiednio nastepujace wartosci n speliajace warunki zadania: 157,
51, 29, 19, 13, 3.

Odpowiedz: Warunki zadania sa spetnione przez liczby 3, 13, 19, 29, 51, 157.

Zadanie 124. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierow-
nos¢
107 n < 2" +10%.
Rozwigzanie:
Dla n <100 zachodza nieréwnosci

10317 <10%°-100 = 10%2 < 1032 42,

skad wynika prawdziwosé nieréwnosci danej w zadaniu.
Niech teraz n > 100 bedzie taka liczba naturalng, ze

107 n < 2" +10%.
W celu przeprowadzenia dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
100 (n+1) < 2" +10%.
Wychodzac od lewej strony powyzszej nierownosci otrzymujemy
10%-(n+1) =10 n+10% < 2" +10%2 +1000" < 2" + 107 +-1024'° =
=2"+10% 4210 < 2" +10%? 4+ 2" = 2" 1-10%?

co konczy dowdd indukeyjny, gdyz prawdziwos¢ nieréwnosci dla n = 100 zostata wczesniej
udowodniona.

Zadanie 125. Interesuja nas rozwiazania réwnania
kh = mm
w liczbach naturalnych k, m, n wiekszych od 1.
Rozstrzygnac, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiagzania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwiazan jest nieskonczenie wiele.
PRZYPOMNIENIE: Potegowanie wykonujemy od géry: a* = a*).
Rozwigzanie:
Wykazemy, ze podane rownanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan spetniajacych okre-
Slone w zadaniu warunki.
W tym celu dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 przyjmijmy m =n" —1 oraz k =m™.
Wowczas

m o m m+1 n™
kk:(mm>m — mmm" — m — m™ 7

skad wynika, ze kazda trdjka liczb (k, m,n) okreslonych podanymi wyzej wzorami jest

rozwigzaniem rownania danego w tresci zadania.
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Mozna tatwo sprawdzi¢, ze nie wszystkie rozwigzania daja sie uzyska¢ w opisany wyzej
sposob, gdyz rozwigzaniem jest takze trojka liczb k=5%, m=5, n=3.

Uwaga:
Aby doj$¢ do podanego rozwigzania przyjmujemy k =m!, co sprowadza dane w zadaniu
rownanie do postaci

a to upraszcza sie do

t-ml=m""
Przyjmujac t =m® otrzymujemy
me. mmz — mn"
co daje
r+m*=n"

Podana w rozwigzaniu rodzina tréjek speiniajacych dane w zadaniu rownanie jest
otrzymana dla z=1.
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