
Liga Zadaniowa, Edycja I, Seria 2, Rozwiązania

Zadanie 121. Wyznaczyć wszystkie takie liczby pierwsze p, że liczba p4+4 też jest
pierwsza.
Rozwiązanie:
Sposób I:
Z Małego Twierdzenia Fermata wynika, że czwarta potęga dowolnej liczby całkowitej

niepodzielnej przez 5 daje przy dzieleniu przez 5 resztę 1.
Stąd dla dowolnej liczby p> 1 niepodzielnej przez 5 liczba p4+4 jest podzielna przez

5 i większa od 5, jest więc złożona.
Jedyną liczbą pierwszą, która może spełniać warunki zadania, jest p=5. Jednak wów-

czas liczba p4+4=629=17 ·37 także jest złożona.

Odpowiedź: Nie istnieją liczby pierwsze spełniające warunki zadania.

Sposób II:
Korzystając z tożsamości

n4+4=
(
n2+2n+2

)
·
(
n2−2n+2

)
=
(
(n+1)2+1

)
·
(
(n−1)2+1

)
wnioskujemy, że liczba n4+4 jest złożona dla każdej liczby naturalnej n, dla której

(n−1)2+1> 1 ,
czyli dla każdej liczby n> 1, a w szczególności dla każdej liczby pierwszej n.

Zadanie 122. Niech f1(x)= log√2x oraz niech fn+1(x)= f1(fn(x)) dla n=1,2,3,...
Obliczyć [f2012(3)], gdzie [y] oznacza część całkowitą liczby y.
Rozwiązanie:
Funkcja f1 jest rosnąca jako funkcja logarytmiczna o podstawie większej od 1. Ponad-

to f1(3)= log√23> log√2
√
8=3 oraz f1(4)= log√24=4, skąd wynika, że dla dowolnego

x∈ [3, 4) zachodzi nierówność 3<f1(x)< 4, a w konsekwencji także 3<fn(x)< 4 dla
dowolnej liczby naturalnej n.
Stąd w szczególności

3<f2012(3)< 4 ,

co prowadzi do
[f2012(3)] = 3 .

Zadanie 123. Wyznaczyć wszystkie takie liczby całkowite dodatnie n, że liczba

n2+315

jest kwadratem liczby całkowitej.
Rozwiązanie:
Równanie

n2+315= k2

jest równoważne równaniu
(k−n)(k+n)= 315 .
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Rozkładając liczbę 315 na czynniki pierwsze otrzymujemy 315=32 ·5 ·7, co prowadzi do
następujących rozkładów tej liczby na iloczyn dwóch liczb naturalnych:

315= 1 ·315=3 ·105=5 ·63=7 ·45=9 ·35=15 ·21 ,
a to z kolei daje odpowiednio następujące wartości n spełniające warunki zadania: 157,
51, 29, 19, 13, 3.

Odpowiedź: Warunki zadania są spełnione przez liczby 3, 13, 19, 29, 51, 157.

Zadanie 124. Dowieść, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej n zachodzi nierów-
ność

1030 ·n< 2n+1032 .

Rozwiązanie:
Dla n¬ 100 zachodzą nierówności

1030 ·n¬ 1030 ·100=1032< 1032+2n ,
skąd wynika prawdziwość nierówności danej w zadaniu.
Niech teraz n­ 100 będzie taką liczbą naturalną, że

1030 ·n< 2n+1032 .
W celu przeprowadzenia dowodu indukcyjnego chcemy wykazać, że

1030 ·(n+1)< 2n+1+1032 .
Wychodząc od lewej strony powyższej nierówności otrzymujemy

1030 ·(n+1)=1030 ·n+1030< 2n+1032+100010< 2n+1032+102410=
=2n+1032+2100¬ 2n+1032+2n=2n+1+1032 ,

co kończy dowód indukcyjny, gdyż prawdziwość nierówności dla n=100 została wcześniej
udowodniona.

Zadanie 125. Interesują nas rozwiązania równania

kk=mm
nn

w liczbach naturalnych k, m, n większych od 1.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie rozwiązania nie istnieją,
b) takie rozwiązania istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich rozwiązań jest nieskończenie wiele.
PRZYPOMNIENIE: Potęgowanie wykonujemy od góry: abc = a(bc).
Rozwiązanie:
Wykażemy, że podane równanie ma nieskończenie wiele rozwiązań spełniających okre-

ślone w zadaniu warunki.
W tym celu dla dowolnej liczby naturalnej n> 1 przyjmijmy m=nn−1 oraz k=mm.
Wówczas

kk=(mm)m
m

=mm·m
m

=mm
m+1
=mm

nn

,

skąd wynika, że każda trójka liczb (k, m, n) określonych podanymi wyżej wzorami jest
rozwiązaniem równania danego w treści zadania.
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Można łatwo sprawdzić, że nie wszystkie rozwiązania dają się uzyskać w opisany wyżej
sposób, gdyż rozwiązaniem jest także trójka liczb k=525, m=5, n=3.

Uwaga:
Aby dojść do podanego rozwiązania przyjmujemy k=mt, co sprowadza dane w zadaniu
równanie do postaci (

mt
)mt
=mm

nn

,

a to upraszcza się do
t ·mt=mnn .

Przyjmując t=mx otrzymujemy

mx ·mmx =mnn ,
co daje

x+mx=nn .

Podana w rozwiązaniu rodzina trójek spełniających dane w zadaniu równanie jest
otrzymana dla x=1.
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