
Liga Zadaniowa, Edycja I, Seria 3, Rozwiązania

Zadanie 131. Ile zer końcowych ma liczba 2012! ?
Rozwiązanie:
W rozkładzie liczby 2012! na czynniki pierwsze czynnik 5 występuje z wykładnikiem

∞∑
i=1

[2012
5i

]
=402+80+16+3=501 ,

natomiast czynnik 2 z wykładnikiem większym od 2012/2=1006.
Stąd wynika, że liczba 2012! ma na końcu 501 zer.

Zadanie 132. Która z liczb jest większa(√
17−4

)29
czy

(
8−3
√
7
)21
?

Rozwiązanie:
Korzystamy ze wzorów skróconego mnożenia, a następnie wykonujemy szacowania:(√

17−4
)29
=
(
17−42√
17+4

)29
=
(
1√
17+4

)29
<
( 1
4+4

)29
=
1
23·29
=
1
287(

8−3
√
7
)21
=
(
82−32 ·7
8+
√
63

)21
=
(
1

8+
√
63

)21
>
( 1
8+8

)21
=
1
24·21
=
1
284

Stąd wynika, że (√
17−4

)29
<
1
287
<
1
284
<
(
8−3
√
7
)21
.

Odpowiedź: (√
17−4

)29
<
(
8−3
√
7
)21
.

Zadanie 133. Dane są takie liczby naturalne m, n, że 1<m<n, a przy tym liczba
logab, gdzie a=m

m, b=nn, jest wymierna. Czy stąd wynika, że logab jest liczbą całko-
witą?
Rozwiązanie:
Nie, np. dla m=8, n=16 mamy

a=88=224

b=1616=264

logab=
log2b
log2a

=
64
24
=
8
3
,

a więc liczba logab w tym wypadku jest wymierna, ale nie jest całkowita.
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Zadanie 134. Ciąg (an) jest określony rekurencyjnie wzorami

a1=1000, a2=1999, an+2=6an+1−5an dla n=1,2,3,...
Wyznaczyć wartość granicy

lim
n→∞

an+1
an
.

Rozwiązanie:
Udowodnimy indukcyjnie, że ciąg (an) jest określony wzorem

an=
999
4
·5n−1+ 3001

4
.

Sprawdzamy bezpośrednio, że

a1=
999
4
·50+ 3001

4
=
999
4
+
3001
4
=
4000
4
=1000

oraz
a2=
999
4
·51+ 3001

4
=
4995
4
+
3001
4
=
7996
4
=1999 .

Niech teraz n­ 2 będzie taką liczbą naturalną, że

ak=
999
4
·5k−1+ 3001

4
dla k=1,2,...,n . (♣)

Wówczas

an+1=6an−5an−1=6
(999
4
·5n−1+ 3001

4

)
−5

(999
4
·5n−2+ 3001

4

)
=

=(6 ·5−5) · 999
4
·5n−2+(6−5) · 3001

4
=25 · 999

4
·5n−2+1 · 3001

4
=
999
4
·5n+ 3001

4
,

skąd wynika, że wzór (♣) jest prawdziwy również dla k=n+1, co kończy dowód induk-
cyjny.
Możemy teraz przystąpić do obliczenia granicy ilorazów kolejnych wyrazów ciągu:

lim
n→∞

an+1
an
= lim
n→∞

999
4 ·5

n+ 30014
999
4 ·5n−1+

3001
4

= lim
n→∞

999
4 ·5+

3001
4·5n−1

999
4 +

3001
4·5n−1

=
999
4 ·5+0
999
4 +0

=5 .

Odpowiedź: Granica podana w zadaniu istnieje i ma wartość 5.

Uwaga:
Aby znaleźć podany wyżej wzór na an, najpierw szukamy ciągów geometrycznych (qn−1)
spełniających daną w zadaniu rekurencję, co prowadzi nas do q1=1 oraz q2=5, a następ-
nie dobieramy tak stałe c1 i c2, aby otrzymać poprawne wartości a1 i a2 przy założeniu

an= c1 ·qn−11 +c2 ·qn−12 .
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Zadanie 135. Wujek Wacek ma 10 woreczków z cukierkami. W każdym woreczku
znajduje się nie mniej niż 5 i nie więcej niż 60 cukierków.
Dowieść, że wujek Wacek może obdarować Jasia i Małgosię tak, aby każde z dzieci

dostało taką samą dodatnią liczbę woreczków zawierających łącznie taką samą liczbę
cukierków.
Rozwiązanie:
Rozważmy dwa przypadki:
1◦ Istnieją dwa woreczki z taką samą liczbą cukierków. Wówczas wujek Wacek daje

Jasiowi i Małgosi po jednym z tych woreczków.
2◦ Liczby cukierków w poszczególnych woreczkach są różne.
Rozważmy wszystkie 4-elementowe podzbiory 10-elementowego zbioru woreczków. Ta-

kich podzbiorów jest (
10
4

)
=
10 ·9 ·8 ·7
1 ·2 ·3 ·4

=210 .

Woreczki wchodzące w skład każdego z podzbiorów zawierają co najmniej

5+6+7+8=26

cukierków i nie więcej niż
60+59+58+57=234

cukierki. Ponieważ liczb całkowitych od 26 do 234 jest 234−26+1=209, a 4-elemen-
towych podzbiorów 210, istnieją dwa 4-elementowe zbiory woreczków zawierające taką
samą liczbę cukierków. Usuwając z tych dwóch zbiorów woreczki należące jednocześnie
do obu zbiorów, otrzymamy dwa niepuste równoliczne zbiory woreczków zawierające
łącznie tyle samo cukierków.
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