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Liga Zadaniowa, Edycja I, Seria 4 (waga 2), Rozwigzania

Zadanie 141. Wyznaczy¢ najwiekszy wspolny dzielnik liczb 6n—1 oraz n+6 w za-
leznosci od liczby catkowitej dodatniej n.

Rozwigzanie:

Kazdy wspolny dzielnik liczb 6n—1 oraz n+6 jest takze dzielnikiem liczby

6-(n+6)—(6n—1)=37,
co wobec pierwszosci liczby 37 pokazuje, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba
NWD(6n—1,n46) jest réwna 1 lub 37.

Liczba n+6 jest podzielna przez 37 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n przy dzieleniu
przez 37 daje reszte 31. Wtedy réwniez liczba 6n—1 jest podzielna przez 37, gdyz

6n—1=6-31—1=185=0(mod 37).

Odpowiedz: Najwickszy wspélny dzielnik podanych liczb jest réwny 37, gdy n przy
dzieleniu przez 37 daje reszte 31, a w pozostatych przypadkach jest réwny 1.

Zadanie 142. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktorych prawdziwe
jest nastepujace zdanie:
W dowolnym postepie geometrycznym n-wyrazowym (o wyrazach rzeczywistych) o ilo-
czynie wyrazow rownym —1, co najmniej jeden z wyrazow jest rowny —1.

Rozwigzanie:

Rozpatrzymy trzy przypadki:

1° Liczba n jest nieparzysta.
Z réwnosci

H ar = H alqk_l = a?qn(n_lw = (alq(n_l)/2> = a?n—i—l)/Z
k=1 k=1

wynika, ze iloczyn wyrazéw postepu geometrycznego jest réwny n-tej potedze wyrazu
srodkowego. Jezeli iloczyn ten jest rowny —1, to Ulngry2 =1, skad a(ny1)2=—1. Co
wiecej, illoczyn wyrazéw postepu geometrycznego jest rowny —1 wtedy i tylko wtedy, gdy
srodkowy wyraz jest rowny —1.

W tym przypadku zdanie podane w tresci zadania jest wiec prawdziwe.

2° Liczba n jest parzysta i niepodzielna przez 4.
W przypadku, gdy n jest liczba parzysta

kﬁ " aqun(n—1>/2 - (a%qn_l>n/2 - (an/2 ’ an/2+1>n/2 )
=1

czyli iloczyn wyrazéw postepu geometrycznego jest rowny iloczynowi dwoéch wyrazow
srodkowych w potedze n/2.

Jezeli liczba n/2 jest nieparzysta, to iloczyn wyrazéw postepu geometrycznego jest
rowny —1 wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn dwoch érodkowych wyrazow jest réwny
—1. To pozwala skonstruowaé¢ przyktad postepu geometrycznego o iloczynie wyrazéw
rownym —1 niezawierajacego wyrazu —1.
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Przyjmijmy
-1
QApj2 = 7 oraz Gp/24+1 = 2 s
co prowadzi do postepu geometrycznego okreslonego wzorem
(_ 1)n/2
on—1

(L

Qjp =

Postep ten nie zawiera wyrazu —1, a iloczyn jego wyrazéw jest réwny —1.

Zatem w tym przypadku zdanie podane w tresci zadania jest falszywe.

3° Liczba n jest podzielna przez 4.
Z udowodnionego w poprzednim przypadku wzoru

ﬁ ag = (an/2~an/2+1)n/2
k=1

oraz parzytosci liczby n/2 wynika, ze w tym przypadku iloczyn wyrazéw postepu geo-
metrycznego nie moze by¢ liczbg ujemna. Nie istnieja wiec postepy geometrzyczne o
iloczynie wyrazéw réwnym —1, a co za tym idzie kazde zdanie postaci W dowolnym

postepie geometrycznym n-wyrazowym o iloczynie wyrazéow rownym —1l...............

prawdziwe, chociaz nie jest specjalnie ciekawe, bo jest spelnione w prézni.

Tak wiec tym przypadku zdanie podane w tresci zadania jest prawdziwe.

jest

Odpowiedz: Warunki zadania spetniaja liczby nieparzyste oraz liczby podzielne

przez 4.

Zadanie 143. Ciag (a,) jest okreslony rekurencyjnie wzorami

a; = 1000000, a9 =2000005, ani2="6a,—a,+1 dlan=1273, ...

Wyznaczy¢ warto$é¢ granicy
. OGp41
lim —

n—oo q,

Rozwigzanie:
Udowodnimy indukcyjnie, ze ciag (a,) jest okreslony wzorem

an = 1000001 -2""1 — (=3)" 1.
Sprawdzamy bezposrednio, ze
a; = 1000001 -2° — (—3)° = 1000001 — 1 = 1000000

oraz
as = 1000001 -2' — (=3)* = 2000002 + 3 = 2000005 .

Niech teraz n > 2 bedzie taka liczbg naturalna, ze
ar =1000001-2871 — (=3)k1 dla k=1,2,....,n.

Woébwezas

41 =601 —an =6(1000001-2"2 — (=3)"~2) — (1000001 - 2"~ — (=3)" ') =
=(6-1—2)-1000001-2""% — (6 — (—3)) - (—=3)""2=4-1000001-2" 2 -9 (=3)" 2

=1000001-2" — (—3)"
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skad wynika, ze wzor (#) jest prawdziwy réwniez dla k=n+1, co konczy dowdd induk-

cyjny.
Mozemy teraz przystapi¢ do obliczenia granicy ilorazéw kolejnych wyrazow ciggu:

n—1
_1000001-2-(=2)" =3 (-3
= llm n—l = =
o 1000001-(—%) +1 041

. Gpy . 1000001 -2™ — (=3)"
lim =

_ 3.
oo g, | neo 1000001201 — (—3)n

Odpowiedz: Granica podana w zadaniu istnieje i ma wartos¢ —3.

Uwaga:
Aby znalezé podany wyzej wzor na a,,, najpierw szukamy ciggéw geometrycznych (¢" 1)
spetiajacych dang w zadaniu rekurencje, co prowadzi nas do ¢; =2 oraz ¢ =—3, a

nastepnie dobieramy tak state c¢; i c9, aby otrzymaé poprawne wartosci a; i as przy
zatozeniu
n—1 n—1
p=C1"q; +C2°Qy .

Zadanie 144. Rozwiaza¢ réwnanie
o342 4 2% =2012
w liczbach catkowitych x, y, z.

Rozwigzanie:
Z rownosci

(3n)*=9- (3n*)
oraz
(Bnt1)*=9-(3n°£n’+n) +1

wynika, ze szescian liczby catkowitej przy dzieleniu przez 9 moze dawaé tylko jedng z
reszt 0,1.8.

W konsekwencji suma trzech sze$ciandéw przy dzieleniu przez 9 daje jedna z reszt
0,1,2,3,6,7.8.

Poniewaz liczba 2012 daje przy dzieleniu przez 9 reszte 2+041+2 =25, nie jest ona
suma trzech szescianéw liczb catkowitych.

Odpowiedz: Podane réwnianie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

Zadanie 145. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, d, e, f speliaja rownania
a+b+c+d+e+f=6

oraz
ab+bc+cd+de+ef + fa+ad+be+cf+

+abc+bed+cde+def +efa+ fab+ace+bdf =17.
Dowies¢, ze
A+t = +d*+f?.

Rozwigzanie:
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Niech a, b, ¢, d, e, f beda liczbami rzeczywistymi dodatnimi spetlniajacymi réwnanie
a+b+c+d+e+f=6.
Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé
ab+bc+ced+de+ef+ fa+ad+be+cf =(a+c+e) (b+d+f),
a ponadto z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng wynika nieréwnosé

a+c+e)+(b+d+f)>2:9

2
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
at+cte=b+d+f=3.

(a+c+e) (b+d+f)< <<

Podobnie, zachodzi réwnosé
abc+bed+cde+def +efa+ fab+ace+bdf = (a+d)-(b+e)-(c+f),
a z nierownosci miedzy $redniag arytmetyczng i geometryczng wynika nierownosé
(a+d)+(b+e)+(c+f)>3
3
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
at+d=bt+e=c+f=2.

(a+d)-(b+e)~(c+f)<< =8,

Zatem
ab+bc+cd+de+ef+ fa+ad+be+cf+

+abc+becd+cde+def +efa+ fab+ace+bdf <17,
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
at+cte=b+d+f=3 oraz at+d=bt+e=c+[f=2.
Oznaczmy x =a—1 oraz y =c—1. Wowczas
a=14z, c=14y, d=1—-z, f=1—-y, e=1—x—y, b=14+zx+y.
W konsekwencji
@+t =(1+a) +(1+y) +(1-z—y)*=
:1+2x+x2+1+2y—|—y2+1—2;1:—2y+:c2+2:cy+y2:3+2~(x2+:cy+y2)
oraz
PA+d+ fP=(1+r+y)’+(1-2)+(1-y)=
=1+20+2y+2+2uy+y? +1-20+27 +1-2y+12 =3+2- (2 + 2y +¢?)

co konczy dowdd réwnosci
A+ =0+ +f?.
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