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Zadanie 151. Wyznaczy¢ wszystkie miary kata « € (0°,90°), dla ktorych prawdziwa
jest réwnosé

1
ccos20 =~ .
COS(X - COS2(x 4

Rozwigzanie:
Mnozac dang w zadaniu rownos¢ stronami przez liczbe dodatnig 4 -sina i korzystajac
dwukrotnie z tozsamosci

sin2(3
2

sinfcos(3 =

otrzymujemy
sinda =sina,
przy czym zauwazamy, ze 0 < a < 4a < 360°.
Z przebiegu funkcji sinus w przedziale (0°, 360°) wynika, ze réwnosé sina =sin przy
a € (0°,90°) oraz a < f < 360° zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a+(5=180°.

Interesuje nas przypadek =4a, co prowadzi do réwnania ba = 180°, czyli o = 36°.

Odpowiedz: Jedyna miarg kata spetlniajaca podane réwnanie jest o = 36°.

Zadanie 152. Interesuja nas liczby catkowite dodatnie niepodzielne przez 10, ktorych
kwadrat ma w zapsie dziesietnym sume cyfr rowng 13.
Rozstrzygnac, czy:
a) takie liczby nie istnieja,
b) takie liczby istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich liczb jest nieskonczenie wiele.
Rozwigzanie:
Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 warunki zadania sa spetnione przez liczbe

10" +6,
gdyz wowcezas suma cyfr liczby
(10" +6)* =10?"+12-10" + 36
jest rowna 14+14+2+3+6=13.

Odpowiedz: Istnieje nieskonczenie wiele liczb speliajacych warunki zadania.

Zadanie 153. Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia

10100
lloglologlo ( 1010 )1 )

gdzie [z] oznacza cze$¢ catkowita liczby x.

Rozwigzanie: w0
Zadanie sprowadza sie¢ do odpowiedniego oszacowania liczby (110010 )
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Najpierw zauwazmy, ze
1010—1

10100 kIZIO (10100 - k)
(1010> T (101
Silnie wystepujaca w mianowniku wystarczy oszacowaé nastepujaco
1010 10 11
1< (10")1< (101) " =10"10" =10

Szacujemy licznik od gory

10101 1010 10 12
[T (10—k) < (10) " =10"010" =10'°
k=0
1 od dotu
mﬁ_l (10" &) > (10" 10') s (10 —9-10%) - (10%) 0T qgomr0t
k=0

Na podstawie powyzszych oszacowan otrzymujemy kolejno

10991010 10100 101012
10100 << >

1010 1
1099_101071011 < (11(3)11(;0> _ 101012
11 10100 12
10 < <10m> <10"
10100
10" <log10< Lo | <107

1010

10100
[10g1010g10 ( 1010 >] =11,

Odpowiedz: Dane w zadaniu wyrazenie ma wartos¢ 11.

10100
11< loglologm( > <12,

skad

Zadanie 154. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja warunki

r+y+z2=0
oraz
2yt 22 <14,
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Dowies¢, ze wowczas

ot +yt 421 <100.
Rozwigzanie:
7 pierwszego warunku wyznaczamy z= —x —y i podstawiamy do lewych stron nie-
rownosci wystepujacych w tresci zadania.
Otrzymujemy
x2—|—y2+z2:x2—|—y2+(—x—y)2:x2+y2—|—x2+2xy—l—y2:2- <x2+xy+y2)
oraz
gyt 42t =t oyt (e —y)t =2t oyt Aty + 627y - Ay oyt =
2
=2 (m4+2x3y+3x2y2 + 2z +y4) =2 (:r2 +3:y+y2) .
Stad wynika, ze dla liczb x, y, z spelniajacych warunek x +y+ z =0 zachodzi rownos¢
ot ) @)

2 B 2

Jezeli ponadto spetniona jest nieréwnoéé x2 +y%+ 22 < 14, to

(:E2+y2+z2)2 . 142
2 2

oyt t=2. (x2+xy—|—y2

oyttt = =2.72=2-49<100.

Zadanie 155. Interesuja nas takie pary liczb naturalnych (m,n), ze 3<m<n, a
ponadto liczba przekatnych n-kata wypuktego jest dwukrotnie wigksza od liczby prze-
katnych m-kata wypuktego.

Rozstrzygnac, czy:

a) takie pary (m, n) nie istnieja,
b) takie pary (m, n) istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich par (m, n) jest nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie:

Liczba przekatnych k-kata wypuktego jest rowna k(k—3)/2, skad wynika, ze intere-
suja nas rozwigzania rOwnania

2m(m—3)=n(n—3).
Przeksztatcajac powyzsze rownanie otrzymujemy kolejno
2m? —6m=n*—3n
8m” —24m =4n>—12n
8m® —24m+18 =4n" —12n+9+9
2(2n—3)*=(2n—3)*+9.
Oznaczajac a =2m—3 oraz b=2n— 3 otrzymujemy réwnanie
262 =b*+9.
Liczba 2a? daje przy dzieleniu przez 3 reszte 0 lub 2, a liczba 0?49 reszte 0 lub 1. Stad
wynika, ze liczby a oraz b sg podzielne przez 3 i mozemy przyjaé a = 3¢, b= 3d otrzymujac
rOwnanie
22 =d*+1
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blisko spokrewnione z rownaniem Pella.

Jednym z rozwiazan tego réwnania jest ¢ =d =1, a ponadto dowolne rozwigzanie (¢, d)
prowadzi do rozwigzania zawierajacego wieksze liczby (3c+ 2d, 4c+3d), co sprawdzamy
nastepujacym rachunkiem

2(3c+2d)? — (4c+3d)? = 18¢* + 24cd +8d* — 16¢* —24cd — 9d* =2 —d* = 1.
Zauwazmy tez, ze rozwiazanie bedace para liczb nieparzystych prowadzi do kolejnego
rozwigzania w liczbach nieparzystych.

Zatem rowanie to ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych ¢, d, a w
konsekwencji dane w zadaniu zagadnienie ma nieskonczenie wiele rozwiazan
~ 3c+3 ~ 3d+3
“o 0 "t

Odpowiedz: Istnieje nieskonczenie wiele par liczb speliajacych warunki zadania.

m

Uwaga: Para (¢, d)= (1, 1) prowadzi do pary (m,n)= (3, 3) niespelniajacej warun-
kéw zadania.

Kolejne trzy rozwiazania to (¢, d) = (7, 5), (¢, d) = (29, 41) oraz (¢, d) = (169, 239) pro-
wadzace odpowiednio do rozwigzan zadania

(m,n)=1(9,12), (m,n)=(45,63) oraz (m,n)=(255,360).
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