
Liga Zadaniowa, Edycja I, Seria 5 (waga 2), Rozwiązania

Zadanie 151. Wyznaczyć wszystkie miary kąta α∈ (0◦, 90◦), dla których prawdziwa
jest równość

cosα ·cos2α= 1
4
.

Rozwiązanie:
Mnożąc daną w zadaniu równość stronami przez liczbę dodatnią 4 ·sinα i korzystając

dwukrotnie z tożsamości
sinβcosβ=

sin2β
2

otrzymujemy
sin4α=sinα ,

przy czym zauważamy, że 0<α< 4α< 360◦.
Z przebiegu funkcji sinus w przedziale (0◦, 360◦) wynika, że równość sinα=sinβ przy

α∈ (0◦, 90◦) oraz α<β < 360◦ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
α+β=180◦ .

Interesuje nas przypadek β=4α, co prowadzi do równania 5α=180◦, czyli α=36◦.

Odpowiedź: Jedyną miarą kąta spełniającą podane równanie jest α=36◦.

Zadanie 152. Interesują nas liczby całkowite dodatnie niepodzielne przez 10, których
kwadrat ma w zapsie dziesiętnym sumę cyfr równą 13.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie liczby nie istnieją,
b) takie liczby istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich liczb jest nieskończenie wiele.
Rozwiązanie:
Dla dowolnej liczby naturalnej n> 1 warunki zadania są spełnione przez liczbę

10n+6 ,

gdyż wówczas suma cyfr liczby

(10n+6)2=102n+12 ·10n+36
jest równa 1+1+2+3+6=13.

Odpowiedź: Istnieje nieskończenie wiele liczb spełniających warunki zadania.

Zadanie 153. Obliczyć wartość wyrażenia[
log10log10

(
10100

1010

)]
,

gdzie [x] oznacza część całkowitą liczby x.
Rozwiązanie:
Zadanie sprowadza się do odpowiedniego oszacowania liczby

(
10100

1010

)
.
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Najpierw zauważmy, że

(
10100

1010

)
=

1010−1∏
k=0
(10100−k)

(1010)!
.

Silnię występującą w mianowniku wystarczy oszacować następująco

1<
(
1010

)
!<

(
1010

)1010
=1010·10

10
=1010

11
.

Szacujemy licznik od góry
1010−1∏
k=0

(
10100−k

)
<
(
10100

)1010
=10100·10

10
=1010

12

i od dołu
1010−1∏
k=0

(
10100−k

)
>
(
10100−1010

)1010
>
(
10100−9 ·1099

)1010
=
(
1099

)1010
=1099·10

10
.

Na podstawie powyższych oszacowań otrzymujemy kolejno

1099·10
10

101011
<

(
10100

1010

)
<
1010

12

1

1099·10
10−1011 <

(
10100

1010

)
< 1010

12

1089·10
10
<

(
10100

1010

)
< 1010

12

1010·10
10
<

(
10100

1010

)
< 1010

12

1010
11
<

(
10100

1010

)
< 1010

12

1011< log10

(
10100

1010

)
< 1012

11< log10log10

(
10100

1010

)
< 12 ,

skąd [
log10log10

(
10100

1010

)]
=11 ,

Odpowiedź: Dane w zadaniu wyrażenie ma wartość 11.

Zadanie 154. Liczby rzeczywiste x, y, z spełniają warunki

x+y+z=0

oraz
x2+y2+z2< 14 .
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Dowieść, że wówczas
x4+y4+z4< 100 .

Rozwiązanie:
Z pierwszego warunku wyznaczamy z=−x−y i podstawiamy do lewych stron nie-

równości występujących w treści zadania.
Otrzymujemy

x2+y2+z2=x2+y2+(−x−y)2=x2+y2+x2+2xy+y2=2 ·
(
x2+xy+y2

)
oraz

x4+y4+z4=x4+y4+(−x−y)4=x4+y4+x4+4x3y+6x2y2+4xy3+y4=

=2 ·
(
x4+2x3y+3x2y2+2xy3+y4

)
=2 ·

(
x2+xy+y2

)2
.

Stąd wynika, że dla liczb x, y, z spełniających warunek x+y+z=0 zachodzi równość

x4+y4+z4=2 ·
(
x2+xy+y2

)2
=
(2 ·(x2+xy+y2))2

2
=
(x2+y2+z2)2

2
.

Jeżeli ponadto spełniona jest nierówność x2+y2+z2< 14, to

x4+y4+z4=
(x2+y2+z2)2

2
<
142

2
=2 ·72=2 ·49< 100 .

Zadanie 155. Interesują nas takie pary liczb naturalnych (m, n), że 3<m<n, a
ponadto liczba przekątnych n-kąta wypukłego jest dwukrotnie większa od liczby prze-
kątnych m-kąta wypukłego.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie pary (m, n) nie istnieją,
b) takie pary (m, n) istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich par (m, n) jest nieskończenie wiele.
Rozwiązanie:
Liczba przekątnych k-kąta wypukłego jest równa k(k−3)/2, skąd wynika, że intere-

sują nas rozwiązania równania

2m(m−3)=n(n−3) .
Przekształcając powyższe równanie otrzymujemy kolejno

2m2−6m=n2−3n
8m2−24m=4n2−12n

8m2−24m+18=4n2−12n+9+9

2(2n−3)2=(2n−3)2+9 .

Oznaczając a=2m−3 oraz b=2n−3 otrzymujemy równanie
2a2= b2+9 .

Liczba 2a2 daje przy dzieleniu przez 3 resztę 0 lub 2, a liczba b2+9 resztę 0 lub 1. Stąd
wynika, że liczby a oraz b są podzielne przez 3 i możemy przyjąć a=3c, b=3d otrzymując
równanie

2c2= d2+1
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blisko spokrewnione z równaniem Pella.
Jednym z rozwiązań tego równania jest c= d=1, a ponadto dowolne rozwiązanie (c, d)

prowadzi do rozwiązania zawierającego większe liczby (3c+2d, 4c+3d), co sprawdzamy
następującym rachunkiem

2(3c+2d)2−(4c+3d)2=18c2+24cd+8d2−16c2−24cd−9d2=2c2−d2=1 .
Zauważmy też, że rozwiązanie będące parą liczb nieparzystych prowadzi do kolejnego
rozwiązania w liczbach nieparzystych.
Zatem rówanie to ma nieskończenie wiele rozwiązań w liczbach naturalnych c, d, a w

konsekwencji dane w zadaniu zagadnienie ma nieskończenie wiele rozwiązań

m=
3c+3
2
, n=

3d+3
2
.

Odpowiedź: Istnieje nieskończenie wiele par liczb spełniających warunki zadania.

Uwaga: Para (c, d)= (1, 1) prowadzi do pary (m, n)= (3, 3) niespełniającej warun-
ków zadania.
Kolejne trzy rozwiązania to (c, d)= (7, 5), (c, d)= (29, 41) oraz (c, d)= (169, 239) pro-

wadzące odpowiednio do rozwiązań zadania

(m, n)= (9, 12), (m, n)= (45, 63) oraz (m, n)= (255, 360) .
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