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Liga Zadaniowa, Edycja I, Seria 6 (waga 3), Rozwiazania

Zadanie 161. Dane sg takie liczby naturalne a, b, c, d, e, ze kazda z pieciu sum
a+b, b+c, c+d, d+e, et+a jest podzielna przez 1001. Czy stad wynika, ze kazda z liczb
a,b, c,d, e jest podzielna przez 10017

Rozwigzanie:

Z réwnosci

(a+b)—(b+c)+(c+d)—(d+e)+(e+a)=2a

wynika, ze liczba 2a jest podzielna przez 1001, a poniewaz liczba 1001 jest nieparzysta,
takze liczba a jest podzielna przez 1001.

Poniewaz liczba a oraz suma a+b sa podzielne przez 1001, takze liczba b= (a+b)—a
jest podzielna przez 1001. Analogicznie wnioskujemy, ze liczby ¢, d, e sa podzielne przez
1001.

Odpowiedz: Tak, mozemy wywnioskowac, ze kazda z liczb a, b, ¢, d, e jest podzielna
przez 1001.

Zadanie 162. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze postaci (n+1)" —4, gdzie n jest
liczba naturalng wieksza od 1.

Rozwigzanie:

Rozwazymy dwa przypadki.

1° Liczba n jest nieparzysta. Wowczas liczba n+1 jest parzysta, a w konsekwencji licz-
ba (n+1)"—4 jest parzysta. Przy tym n>3, skad (n+1)"—4>43—-4=60> 2. Zatem
liczba ta jest ztozona jako liczba parzysta wieksza od 2.

2° Liczba n jest parzysta. Oznaczmy n = 2k. Mamy woéwczas
(n+1)"—4=(2k+1)* 22 = ((2k+ 1) -2)- (2k+1)* +2) ,

co ma szanse by¢ liczbg pierwsza tylko wtedy, gdy (2k+1)* —2 =1. Sprawdzamy, ze dla
k=1 istotnie zachodzi réwnosé¢ (2k+1)*—2=1, a przy tym liczba (2k+1)*+2=15 jest
pierwsza. Natomiast dla k> 2 zachodzi nieréwnosé (2k+1)F—2>52—-2=23> 1.

Odpowiedz: Jedyng liczba pierwsza zadanej postaci jest liczba 5, ktérg otrzymujemy
dla n=2.

Zadanie 163. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe pierwsza p, dla ktorej rownanie
m24p=2"

ma co najmniej trzy rozwiagzania w liczbach catkowitych dodatnich m, n.

Rozwigzanie:

Poniewaz lewa strona réwnania rosnie wraz z m, a prawa rosnie wraz z n, réwnanie
nie moze mie¢ dwoch rozwigzan z ta sama liczbg n i réznymi liczbami m.

Jesli wiec istnieja co najmniej trzy rozwiazania, to istnieje co najmniej jedno rozwia-
zanie, w ktorym n > 3.

Wéwezas liczba m? +p jest podzielna przez 8. Poniewaz kwadrat liczby catkowitej
przy dzieleniu przez 8 moze dawac¢ tylko jednag z reszt 0, 1, 4, liczba p moze dawaé
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odpowiednio jedna z reszt 0, 7, 4. Liczba dajaca przy dzieleniu przez 8 reszte 0 lub 4 jest
podzielna przez 4, nie moze wiec by¢ pierwsza. Stad wynika, ze liczba p przy dzieleniu
przez 8 daje reszte 7.

Pozostaje rozstrzygnaé, czy dane réwnanie ma co najmniej trzy rozwigzania dla p="7.
Bez trudu znajdujemy nastepujace trzy rozwiazania (m,n): (1,3), (3,4) oraz (5,5).
Rozwiazaniami sa tez (11, 7) oraz (181, 15).

Odpowiedz: Warunki zadania spetnia liczba p=17.

Zadanie 164. Interesuja nas takie pary liczb catkowitych dodatnich (m, n), ze liczba
NWW (m, n) jest wigksza o (m+n)% od liczby NWD(m, n).

Rozstrzygnaé, czy:

a) takie pary (m, n) nie istnieja,
b) takie pary (m, n) istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
¢) takich par (m, n) jest nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie:

Zatozmy, ze liczby m, n spetniajg warunki zadania.

Poniewaz najmniejsza wspolna wielokrotnosé dwaéch liczb jest wielokrotnoscia ich naj-
wiekszego wspdlnego dzielnika, istnieje taka liczba naturalna k> 1, ze NWW(m, n)=
k-NWD(m, n). Wowczas liczba liczba NWW (m, n) jest wicksza od liczby NWD(m, n) o
100(k—1)%, skad

m+n=100(k—1).

Oznaczmy liczbe NWD(m, n) przez d i niech a =m/d oraz b=n/d, czyli m = ad oraz
n=bd. Wowczas liczby a i b sa wzglednie pierwsze, a w konsekwencji NWW (m, n) = abd,
skad k= ab.

Rowno$é m+mn=100(k —1) przybiera postac

(a+b)d=100(ab—1).
Zadanie sprowadza sie do wyznaczenia liczby takich par wzglednie pierwszych liczb

naturalnych (a, b), ze liczba 100(ab— 1) jest podzielna przez a+b.
Takich par liczb jest nieskonczenie wiele, wystarczy bowiem przyjac

b=a’—a+1.

Woéwcezas
at+b=a*+1

oraz
ab—lza-(aQ—a+1)—1:a3—a2+a—1:(a—1)-(a2+1) ,

skad wynika, ze w tym wypadku nawet liczba ab—1 jest podzielna przez a-+b.

Odpowiedz: Istnieje nieskoniczenie wiele par liczb speliajacych warunki zadania.
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Zadanie 165. Rozwiaza¢ nier6wnosé

logslogyx < logglogsx

w liczbach rzeczywistych z.
Rozwigzanie:
Rozwiazanie rozpoczniemy od wyznaczenia dziedziny nierownosci.
Lewa strona nieréwnosci jest okreslona, gdy loggz >0, czyli = > 1.
Podobnie, prawa strona nieréwnosci jest okreslona, gdy logsxz >0, czyli x > 1.
Zatem dziedzing nieréwnosci jest przedzial (1, 00).
Przyjmijmy oznaczenie
y=logya

zauwazajac, ze gdy x przebiega dziedzing nieréwnosci, y jest poprawnie okreslone i prze-
biega zbior liczb rzeczywistych dodatnich.

Wowezas
z=3Y

i dana w zadaniu nieréwnos¢ przeksztalca sie kolejno do:
logslogg3Y < logglog,3Y
1og3% <logyy

logsy

logsy —logs2 <

1
logsy — % <logs;2

logsy

<logs2
logsy < 2-log,2
logsy < log,4
y<4
3¥ < 3!

r<8l.

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest przedzial (1, 81).
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