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Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 1, Rozwigzania

Zadanie 211. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p, ze liczba 7p? +8 tez jest
pierwsza.

Rozwigzanie:

Kwadrat dowolnej liczby catkowitej niepodzielnej przez 3 daje przy dzieleniu przez 3
reszte 1.

Stad dla dowolnej liczby p niepodzielnej przez 3, liczba 7p? +8 jest podzielna przez 3
i wigksza od 3, jest wiec ztozona.

Jedyna liczba pierwsza, ktora moze spetnia¢ warunki zadania, jest p=3. Wowczas
liczba, 7p?+8 =71 istotnie jest pierwsza.

Odpowiedz: Jedyna liczba spelniajaca warunki zadania jest p=3.

Zadanie 212. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego ioj a, o wyrazach dodat-
n=1

o0 o0
nich, ze suma Y a, jest liczba wymierna, a suma 3 a? jest liczba niewymierna.
Rozwigzanie:

Sprébujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, = aq™!, pamictajac, aby a >0 oraz 0 < g < 1. Wéwcezas

[e's) [e'S) a
>on=ar =
n=1 n=1

I—q

oraz
2

— 2 x= 2 2! a
a,=>» a’(q =—.
Z; Z; () 1-¢
Niech S oraz T beda odpowiednio sumami powyzszych dwoch szeregdw.

Woéwezas
{ a=5(1-q)
a>=T(1-q%

Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy

a=35(1+q)
T T
S—Sq §+§q
T T
S——=(S+=
5 <'+S)q
S—% S2-T
q: _—
S+% S*4+T
28T
OS24

Liczby S oraz T jako sumy szeregéw o wyrazach dodatnich musza by¢ dodatnie. To
gwarantuje, ze a >0 oraz ¢ <1. Jezeli ponadto S?—T >0, czyli T'< S?, to ¢ > 0. Przy
tym liczba S musi by¢ wymierna, a liczba T' niewymierna.
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Przyjmujac T = /2 oraz S =2 otrzymujemy
4—+/2
q =
4++/2

4y/2
a=—-7,
442

co prowadzi do
_W2(-v)
R CERG)
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spelniajacego warunki zadania jest szereg
< 4/3(1-v)"”
n=1 (4 + \/§)n .

Zadanie 213. Obliczy¢ granice

i 1 n 8 n 27 . 64 n 125 - k3 - nd
n—oo\n8+1 nd8+8 nd+27 nd+64 nd8+125 nd+k3 n8+nb

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona
n? sktadnikéw.

Zachodzg wéwczas oszacowania od gory

bn < < = = =Cpn
D = nd ns® ns®
oraz od dotu , )
n n2(n2+1
n? k3 kzl k’g ((2”)
by > =— = =an
/kz::lns—l—n‘ﬁ n® +nb n® +nf
Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci
an S by <y,
a ponadto
I 1
im ¢, =—
n—o0 4
oraz
) 1
lim a, =—,
n—00 4
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
1
lim b, = -
n—o0 4
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Zadanie 214. Wyznaczy¢ kres gorny zbioru wszystkich liczb postaci ab+bc+ca,
gdzie a, b, ¢ przebiegaja wszystkie trojki liczb rzeczywistych spetiajacych warunek

a+b+c=3.

Rozwigzanie:
Dla a=b=c=1 mamy ab+bc+ca =3, zatem liczba 3 jest elementem zbioru danego
w tresci zadania.

Niech teraz a, b, c beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi spelniajagcymi warunek
a+b+c=3.

Korzystajac z nieréwnosci

0<(a—b)?+(b—c)*+(c—a)*=2- (a2+62—|—62 —ab—bc—ca)
oraz z rOwnosci
9=(a+b+c)’=a*+b*+c*+2-(ab+bc+ca)
otrzymujemy
9> a®+b*+c* 42 (ab+bc+ca) — (a2+b2+c2—ab—bc—ca) =3-(ab+bc+ca) ,
skad
ab+bc+ca<3.

Zatem wszystkie elementy danego w zadaniu zbioru sg nie wieksze od 3, skad liczba
3 jest najwiekszym elementem tego zbioru, a w konsekwencji takze jego kresem gérnym.

Odpowiedz: Kres gorny danego w zadaniu zbioru jest rowny 3.

Zadanie 215. Wskazaé liczby naturalne m <n <97, dla ktérych prawdziwy jest na-
stepujacy wzor na sume kwadratow wyrazow dowolnego postepu arytmetycznego 97-wy-

razowego aip, aq, as, ..., agy:
2

97 2

a,, +a
E :%2:97.M_
=1

2
Rozwigzanie:
Oznaczmy przez r roznice postepu arytmetycznego.
Wowczas
97 97 97
Sai=Y(ar+(i-1)r)? =3 (af+2(i—ra; +(i—1)%) =
i=1 i=1 i=1
97 97
97-96 96-97-193
=97a% +2ra, Z(z —1)+7r? Z(z— 1)? =97a% +2ra, - +r2. =
i=1 i=1
=97a2+97ra; -96+97r*-16-193
oraz
o7, a2, +a? o7, (a1 4+ (m—1)r)"+ (a1 + (n—1)r)? _
2 2
-1 2 -1 2
= 97a%+97m1 . (m+n—2)+97r2- (m—1) ;—m ) .
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Aby dla dowolnego postepu arytmetycznego zachodzit wzér podany w treéci zadania,
musi zachodzié¢ réwnosé

97a3+97ra; -96+97r?-16-193 = 97a% +97ra; - (m-+n—2) +97r%-

)

(m—1)*+(n—1)
2

co ma miejsce tylko w wypadku réwnosci odpowiednich wspotczynnikow
96=m+n—2
(m—1)*+(n—1)’
5 .
7, pierwszej rownosci otrzymujemy n =98 —m, co po wstawieniu do drugiej rownosci
prowadzi kolejno do

16-193 =

(m—1)24(97—m)?

2
m2—2m+ 14972 — 194m + m?
2

16-193 =

16-193 =

972 +1
16-193 =m? —98m + +

3088 =m? —98m 44705
0=m?—98m+1617
784 =m? — 98m + 2401
28% = (m —49)?
m=49428

Odpowiedz: Liczbami spetniajacymi warunki zadania sa m =21, n="77.
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