
Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 1, Rozwiązania

Zadanie 211. Wyznaczyć wszystkie takie liczby pierwsze p, że liczba 7p2+8 też jest
pierwsza.
Rozwiązanie:
Kwadrat dowolnej liczby całkowitej niepodzielnej przez 3 daje przy dzieleniu przez 3

resztę 1.
Stąd dla dowolnej liczby p niepodzielnej przez 3, liczba 7p2+8 jest podzielna przez 3

i większa od 3, jest więc złożona.
Jedyną liczbą pierwszą, która może spełniać warunki zadania, jest p=3. Wówczas

liczba 7p2+8=71 istotnie jest pierwsza.

Odpowiedź: Jedyną liczbą spełniającą warunki zadania jest p=3.

Zadanie 212. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodat-

nich, że suma
∞∑
n=1
an jest liczbą wymierną, a suma

∞∑
n=1
a2n jest liczbą niewymierną.

Rozwiązanie:
Spróbujemy znaleźć szereg geometryczny o żądanych własnościach.
W tym celu załóżmy, że an= aqn−1, pamiętając, aby a> 0 oraz 0<q< 1. Wówczas

∞∑
n=1

an=
∞∑
n=1

aqn−1=
a

1−q
oraz

∞∑
n=1

a2n=
∞∑
n=1

a2
(
q2
)n−1
=
a2

1−q2
.

Niech S oraz T będą odpowiednio sumami powyższych dwóch szeregów.
Wówczas {

a=S(1−q)
a2=T (1−q2)

Dzieląc drugie równanie przez pierwsze otrzymujemy{
a=S(1−q)
a= T

S
(1+q)

S−Sq= T
S
+
T

S
q

S− T
S
=
(
S+
T

S

)
q

q=
S− T

S

S+ T
S

=
S2−T
S2+T

a=
2ST
S2+T

Liczby S oraz T jako sumy szeregów o wyrazach dodatnich muszą być dodatnie. To
gwarantuje, że a> 0 oraz q < 1. Jeżeli ponadto S2−T > 0, czyli T <S2, to q > 0. Przy
tym liczba S musi być wymierna, a liczba T niewymierna.
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Przyjmując T =
√
2 oraz S=2 otrzymujemy

q=
4−
√
2

4+
√
2

a=
4
√
2

4+
√
2
,

co prowadzi do

an=
4
√
2
(
4−
√
2
)n−1(

4+
√
2
)n .

Odpowiedź: Przykładem szeregu spełniającego warunki zadania jest szereg

∞∑
n=1

4
√
2
(
4−
√
2
)n−1(

4+
√
2
)n .

Zadanie 213. Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
1
n8+1

+
8
n8+8

+
27
n8+27

+
64
n8+64

+
125
n8+125

+ ...+
k3

n8+k3
+ ...+

n6

n8+n6

)
.

Rozwiązanie:
Oznaczmy sumę występującą pod znakiem granicy przez bn i zauważmy, że ma ona

n2 składników.
Zachodzą wówczas oszacowania od góry

bn¬
n2∑
k=1

k3

n8
=

n2∑
k=1
k3

n8
=

(
n2(n2+1)
2

)2
n8

= cn

oraz od dołu

bn­
n2∑
k=1

k3

n8+n6
=

n2∑
k=1
k3

n8+n6
=

(
n2(n2+1)
2

)2
n8+n6

= an .

Ponieważ dla dowolnego n zachodzą nierówności

an¬ bn¬ cn ,
a ponadto

lim
n→∞
cn=
1
4

oraz
lim
n→∞
an=
1
4
,

na mocy twierdzenia o trzech ciągach otrzymujemy

lim
n→∞
bn=
1
4
.
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Zadanie 214. Wyznaczyć kres górny zbioru wszystkich liczb postaci ab+bc+ca,
gdzie a, b, c przebiegają wszystkie trójki liczb rzeczywistych spełniających warunek

a+b+c=3 .

Rozwiązanie:
Dla a= b= c=1 mamy ab+bc+ca=3, zatem liczba 3 jest elementem zbioru danego

w treści zadania.

Niech teraz a, b, c będą dowolnymi liczbami rzeczywistymi spełniającymi warunek
a+b+c=3.
Korzystając z nierówności

0¬ (a−b)2+(b−c)2+(c−a)2=2 ·
(
a2+b2+c2−ab−bc−ca

)
oraz z równości

9= (a+b+c)2= a2+b2+c2+2 ·(ab+bc+ca)

otrzymujemy

9­ a2+b2+c2+2 ·(ab+bc+ca)−
(
a2+b2+c2−ab−bc−ca

)
=3 ·(ab+bc+ca) ,

skąd
ab+bc+ca¬ 3 .

Zatem wszystkie elementy danego w zadaniu zbioru są nie większe od 3, skąd liczba
3 jest największym elementem tego zbioru, a w konsekwencji także jego kresem górnym.

Odpowiedź: Kres górny danego w zadaniu zbioru jest równy 3.

Zadanie 215. Wskazać liczby naturalne m<n¬ 97, dla których prawdziwy jest na-
stępujący wzór na sumę kwadratów wyrazów dowolnego postępu arytmetycznego 97-wy-
razowego a1, a2, a3, ..., a97:

97∑
i=1

a2i =97 ·
a2m+a

2
n

2
.

Rozwiązanie:
Oznaczmy przez r różnicę postępu arytmetycznego.
Wówczas

97∑
i=1

a2i =
97∑
i=1

(a1+(i−1)r)2=
97∑
i=1

(
a21+2(i−1)ra1+(i−1)2r2

)
=

=97a21+2ra1 ·
97∑
i=1

(i−1)+r2 ·
97∑
i=1

(i−1)2=97a21+2ra1 ·
97 ·96
2
+r2 · 96 ·97 ·193

6
=

=97a21+97ra1 ·96+97r2 ·16 ·193

oraz

97 · a
2
m+a

2
n

2
=97 · (a1+(m−1)r)

2+(a1+(n−1)r)2

2
=

=97a21+97ra1 ·(m+n−2)+97r2 ·
(m−1)2+(n−1)2

2
.
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Aby dla dowolnego postępu arytmetycznego zachodził wzór podany w treści zadania,
musi zachodzić równość

97a21+97ra1 ·96+97r2 ·16 ·193=97a21+97ra1 ·(m+n−2)+97r2 ·
(m−1)2+(n−1)2

2
,

co ma miejsce tylko w wypadku równości odpowiednich współczynników

96=m+n−2

16 ·193= (m−1)
2+(n−1)2

2
.

Z pierwszej równości otrzymujemy n=98−m, co po wstawieniu do drugiej równości
prowadzi kolejno do

16 ·193= (m−1)
2+(97−m)2

2

16 ·193= m
2−2m+1+972−194m+m2

2

16 ·193=m2−98m+ 97
2+1
2

3088=m2−98m+4705

0=m2−98m+1617

784=m2−98m+2401

282=(m−49)2

m=49±28

Odpowiedź: Liczbami spełniającymi warunki zadania są m=21, n=77.
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