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Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 2, Rozwigzania

Zadanie 221. Wyznaczy¢ wszystkie pary (a, n), gdzie a jest liczba rzeczywista, a n
liczba naturalng, dla ktorych funkcja f:R — R okreslona wzorem

fl)=a-{z}"=3-{a}"* +{z}

jest rézniczkowalna.

Uwaga: {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x.

Rozwigzanie:

Funkcja f jest ciggla i rézniczkowalna w punktach niecatkowitych, a ponadto jest
okresowa z okresem 1. Wystarczy wiec zbadac jej rézniczkowalnosé w punkcie 1.

Aby funkcja byta rézniczkowalna w tym punkcie, musi by¢ ciggla, czyli musza by¢
rowne granice jednostronne i wartos¢ w punkcie 1:

lim f(x)=a—3+1

r—1—

Tim f(x)=£(1)=0,

skad otrzymujemy a =2 jako warunek konieczny i dostateczny ciggtosci funkcji f.
Zatem

fla)=2-{z}"=3-{z}*2 4 {2},
skad
fl(x)=2n-{x}" 1 =3.2012-{2}**" +1=2n -{2}" ' —6036- {z}**' +1,
przy czym powyzszy wzor okresla pochodng w punktach niecatkowitych, natomiast wsta-

wienie w miejsce {z} liczby 0 lub 1 daje odpowiednio wartosé pochodnej prawostronne;
i lewostronnej w punktach catkowitych:

7()=1
F(17)=2n—6036+1.

Funkcja f jest wiec rézniczkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy pochodne jednostronne sa
rowne, czyli 2n—6036 =0, co daje n=3018.

Odpowiedz: Warunki zadania spekia tylko para liczb a =2, n =3018.

Zadanie 222. Wyznaczy¢ kres goérny zbioru wszystkich liczb postaci ab+ be+ cd+ da,
gdzie a, b, ¢, d przebiegaja wszystkie czworki liczb rzeczywistych speliajacych warunek
a+b+c+d=4.

Rozwigzanie:

Dla a=b=c=d=1 mamy ab+bc+ cd+da =4, zatem liczba 4 jest elementem zbioru
danego w tresci zadania.

Niech teraz a, b, ¢, d beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi speliajacymi warunek
a+b+c+d=4.

Oznaczmy x =a—+c oraz y=b+d. Woéwczas x+y =4 oraz ab+bc+ cd+da = xy.
Korzystajac z nierownosci

0< (z—y)? =2%— 2wy +y?
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oraz z roOwnosci

16 = (z+y)? =2 + 20y + 1
otrzymujemy
Aoy =224+ 2zy+1° — (x2—2xy+y2) <16,
skad
rxy<4.

Zatem wszystkie elementy danego w zadaniu zbioru sg nie wieksze od 4, skad liczba
4 jest najwickszym elementem tego zbioru, a w konsekwencji takze jego kresem gérnym.

Odpowiedz: Kres gorny danego w zadaniu zbioru jest rowny 4.

Zadanie 223. Wyznaczy¢ kres gérny zbioru wszystkich liczb postaci
ab+bc+cd+de+ea ,
gdzie a, b, c, d, e przebiegaja wszystkie piatki liczb rzeczywistych dodatnich spetniajacych
warunek a+b+c+d+e=>.
Rozwigzanie:
Niech teraz a, b, ¢, d, e beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi dodatnimi spetniajg-
cymi warunek a+b+c+d+e=>.
Bez szkody dla ogélnosci rozwigzania mozemy zatozy¢, ze najmniejsza z tych liczb
jest e.
Wowczas ae < ad < ad+be, skad
ab+bc+cd+de+ea < ab+bc+cd+de+ad+be = (a+c+e)(b+d).
Oznaczmy x =a+c—+e oraz y=b+d. Woéwczas x+y =>5 oraz
ab+bc+cd+de+ea < xy.
Korzystajac z nierownosci
0< (z—y)? =2%— 2wy +y?
oraz z rOWNosci
25 = (v +y)° =2+ 22y + 1

otrzymujemy
day =2+ 2y +19° — (:v2 —2xy+y2) <25,
skad
25
TY < T

Zatem wszystkie elementy danego w zadaniu zbioru sa mniejsze od 25/4.

Aby udowodnié, ze liczba 25/4 jest kresem gérnym danego w zadaniu zbioru, pozostaje
wykazaé, ze zbiér ten zawiera liczby dowolnie bliskie liczbie 25/4.
W tym celu dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 przyjmijmy

5 5 3 1
a=-, b==-——, c=d=e=—.
2 2 n n
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Wobwezas

2 1L 5 3 2 5 25 5 1

b+b d+d =t — —— 4+ — 4+ —
ab+bc+cd+de+ea 1 2n+2n n2+n2+2n 1 o a2

co przy n— oo dazy do 25/4.
Odpowiedz: Kres gorny danego w zadaniu zbioru jest réwny 25/4 = 6.25.

Zadanie 224. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p, ze liczba p* +2500 tez
jest pierwsza.

Rozwigzanie:

Korzystajac z tozsamosci

n'+2500 = (n®+10n+50) - (n® = 10n+50) = ((n+5)?+25) - ((n—5)*+25),
gdzie w ostatnim iloczynie obydwa czynniki sa wieksze od 1, wnioskujemy, ze liczba

n*+2500 jest zlozona dla kazdej liczby naturalnej n, a w szczegdlnosci jest ztozona dla
kazdej liczby pierwszej n.

Odpowiedz: Nie istniejg liczby pierwsze spetniajace warunki zadania.

Zadanie 225. Dowies¢, ze istnieje taka liczba wymierna w, ze suma szeregu
> n?4w
1;1 n?(n+1)2
jest liczba wymierna.
Rozwigzanie:
Podstawowym problemem jest obliczenie sumy szeregu postaci podanej w zadaniu.
W tym celu zauwazmy, ze

B () (D (D (D) e () ()

n=1
B 1
- N+1’
co dazy do 1 przy N — oo. Zatem
i(l 1 )_i 1 _i nn+1) & n*4+n
Z\n on+l) n(n+l) Zni(n+1)?2 ei(nt1)?
Analogicznie
(Lo 1y
—\n?2 (n+1)?2)
SN A TR R U (N N R S
S\12 22 22 32 32 42) 77 \(N—-1)2 N2 N2z (N+1)2)
1
S [
(N+1)2
co dazy do 1 przy N — oo. Zatem
e’} 1 1 00 1 2 52 o] 92 1
N B St i L
i\t (1?2 ) i= e (et 1)? 0 et (n 1)
-3- Liga Zadaniowa, Edycja 11, Seria 2, Rozwigzania

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



KAPITAL LUDZKI g@[@ UnIWZI’SthF UNIA EUS&T)?ESJIS(Q iy
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI W ) Wroctawski FUNDUSZ SPOLECZNY o

1 1 & n?4n 1 2n+1 > n?-1/2
2 2 nz::an n+1)2 2;n2(n+1)2 nz::lrﬂ(n—l—l)2
Odpowiedz: Liczba wymierna spetniajaca warunki zadania jest w = —1/2.
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