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Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 3, Rozwigzania

Zadanie 231. Rozwiaza¢ rownanie
|z —3i|+|z—6t|+|z—8|+|z—5—3i|=15
w liczbach zespolonych z.

Rozwigzanie:
Liczba
|z —3i|+]z—5—3i]

jest suma odlegtosci liczby zespolonej z od liczb 3i oraz 54 3i. Liczba ta jest wigksza lub
rowna odlegtosci liczb 3¢ oraz 54 3i, przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba z nalezy do odcinka o koncach 3i oraz 5+ 3:.
Podobnie liczba
|z —6i| + |z — 8|

jest suma odleglosci liczby zespolonej z od liczb 6i oraz 8. Liczba ta jest wieksza lub
rowna odlegltosci liczb 6¢ oraz 8, przy czym réwnos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba z nalezy do odcinka o koncach 67 oraz 8.

Zachodza wiec nieréwnosci

|z—3i|+]z2—5-3i|>5
oraz
|z —6i|+]z—8| > 10,
skad
|z —3i|+ |2z —6i|+ |z =8|+ |z —5—3i| > 15,

przy czym rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy liczba z nalezy jednoczesnie do
obydwu wczesniej wymienionych odcinkow.

Nietrudno zauwazy¢, ze srodkiem odcinka o koncach 6: oraz 8 jest 44 3¢, co nalezy
do odcinka o koncach 3i oraz 54 3¢ i jest to jedyny punkt wspolny tych odcinkéw.

Odpowiedz: Dane w zadaniu réwnanie ma jedno rozwigzanie zespolone z =4+ 3i.

Zadanie 232. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

e 2
S o
n=1

gdzie

n

a, = H (Sk _4k+2012) _

k=1
Rozwigzanie:
Poniewaz dla k=4024 zachodzi réwnosé 8F —4++2012 =0 dla n > 4024 mamy a,, =0.
Zatem szereg jest faktycznie sumg skonczong, gdyz od miejsca 4024 jego wyrazy sa
rowne 0.

Odpowiedz: Szereg jest zbiezny na calej proste;j.
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Uwaga: Bezmys$lne zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do btednego wy-

niku 1/(2v/2).

Zadanie 233. Funkcja f : R — R jest rézniczkowalna i ma cigglta pochodna, a ponadto
f0)=0, f(0)=1, f(1)=3, f(1)=2.

Udowodnié, ze istnieje taka liczba rzeczywista z, ze f(x)= f'(z).
Rozwigzanie:
Rozwazmy funkcje pomocniczg

glx)=f(x) = f'(z).
Woéwezas g(0) =—1<0 oraz g(1)=1>0, a przy tym funkcja g jest ciggta. Z wtasnosci
Darboux funkcji ¢ wynika, ze przyjmuje ona wartos¢ 0, czyli istnieje takie x € (0,1), ze
g(z) =0, co jest réwnowazne réwnosci f(x)= f'(z).

Zadanie 234. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé¢ funkeji f okreslonej wzo-

rem

() = 3arctgz +arct 2’ — 3
arctexr arc
& gl 32

na przedziale [—3, %} .
Rozwigzanie:
Przyjmijmy konwencje, ze argument liczby zespolonej a+bi, gdzie a >0, dany jest

Wzorei

b
Arg (a+bi) = arctg—
a

i przyjmuje wartosci w przedziale (—m /2, 7/2).
W szczegdlnosci
arctgr = Arg (14 1) .

Jesli ponadto
1

T <—,

ol <5

to -
larctgr| = |Arg (14xi)| < 6

co oznacza, ze liczbe 1+ 27 mozna podnies¢ do trzeciej potegi nie wychodzac z potptasz-

czyzny liczb zespolonych o dodatniej czesci rzeczywiste;j.

Mamy wiec
3arctgr = 3Arg (14 xi) = Arg ((1 + 1) ) Arg (1+3xz—3x —x z) —arctg3 —a
1—322
— arctg® %
1—322"

a to oznacza, ze f(x)=0.
Dla kompletnosci rozumowania nalezy zauwazy¢, ze
2 _ 1 - 1
5 2 /3
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oraz
1

V3
Odpowiedz: Dana w zadaniu funkcja jest stata rowna 0. Zatem liczba 0 jest zaréwno
najmniejsza jak i najwiekszg wartoscig funkcji, osiggana na calym podanym przedziale.

3<1<
72

Zadanie 235. Obliczy¢ sume szeregu

i 1
Rozwigzanie:
Ze wzoru
n\ n-(n-1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—2011)
2012/ 2012!
wynika
r 2012!
(20"12) n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—2011) ’
Zauwazmy tez, ze
1 1 B
(n—1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—2011) n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—2010)
n—(n—2011) 2011

n-(n—=1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—2011) n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—2011) '

Oznaczm
Y 2012-2010!

(n—1)-(n—2)-(n—3)-...-(n—2011)

Wtedy z wczesniejszych réwnosci wynika

b, =

% - bn - bﬂJrl .
(2012)
Stad otrzymujemy wzér na sume czesciowq szeregu danego w tresci zadania
N 1 N
Yo =D, (bn—bps1) =bora—bys1=
n=2012 (2&2) n=2012
2012-2010! 2012-2010!
- 2011! N-(N-1)-(N=2)-...-(N—=2010) ’

co przy N — oo dazy do
2012-2010! 2012

2011!  2011°

Odpowiedz: Suma szeregu jest réwna 2012/2011.
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