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Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 4 (waga 2), Rozwigzania

Zadanie 241. Interesujg nas rozwigzania réwnania

m

m™" =2%"
w liczbach naturalnych m, n wiekszych od 2.
Rozstrzygnac, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiazania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwiazan jest nieskonczenie wiele.
PRZYPOMNIENIE: Potegowanie wykonujemy od géry: a* = a®).
Rozwigzanie:
Wykazemy, ze podane rownanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan speliajacych okre-
slone w zadaniu warunki.
W tym celu dla dowolnej liczby naturalnej k£ przyjmijmy

k
m=2%.

Wowczas lewa strona danego w zadaniu rownania sprowadza sie do postaci
k k

( ok 2? e [ook 2? k k
N (2 ) 2 ~(2 ) k.o2k.22 K42k .22
(22 ) -9 _92k2 _92

a zatem wystarczy przyjac

)

n=k+2k. 22"

Zadanie 242. Rozstrzygnaé, czy réwnanie
@b+ b7 = (10
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich a, b, c.
Rozwigzanie:
Mnozac obustronnie réwnosé
1431=2°
przez 2™-31" otrzymujemy
231" 2™ 31 = 2031
Dobierzemy m, n tak, aby mozna byto przyjac
a®=2m.31", b =2m.31"" (O=omt5.3]"

W tym celu musimy zapewni¢ spelnienie nastepujacych kongruencji

m = 5(mod 10)
m=0(mod 7)
n=0(mod 10)
n=6(mod 7).

Powyzsze warunki sa spetnione np. przez m =35, n =20, co prowadzi do rozwigzania
a=2"-31* b=2°.313, c¢=2%.31%.
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Zadanie 243. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem

fla)=vVait1.

Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f)l<lz—y|.

Rozwigzanie:
Przeprowadzamy szacowanie

| = | T | - (1 +1) = (y' +1)| _
(@)= fy)|=|VaT+1 \/y+1‘ (T ) (AT v
_ [z =yl [ +yl- (=*+y*) o

(VaT+ T+ 7 +1) - (VaT+ T+ o+ 1)
< |z —yl- (Jz[+]y]) - (=*+y%)

(VaT+ T+ vy 1) - (Ve + T+ +1)

o —y|- (Vat+ Vo) - (Va'+ vy

- (Ve 1+ VL) (VT T VYD)
(Va'+ V') (Va'+ Vi)
Vi F 1+ 1) (Va'+ T+ +1)

Slz—yl-1-1=[z—y|.

=|x—y|-(

Zadanie 244. Wskaza¢ odpowiednie liczby rzeczywiste dodatnie s oraz ¢, a nastepnie
udowodni¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢ zachodzg nieréwnosci
(abe)®* KNWD(a,b,c)- NWW (a,b,c) < (abe)’
oraz wykazac, ze wskazane liczby s,t sa optymalne, tzn. liczby s nie mozna zastapi¢
wieksza, a liczby ¢ mniejsza.
Rozwigzanie:
Niech p bedzie dowolng liczba pierwsza, i niech i, 7, k beda wyktadnikami, z jakimi p
wystepuje w rozktadach odpowiednio liczb a, b, ¢ na czynniki pierwsze.
Woéwezas p wystepuje w rozktadzie liczby NWD(a,b,c) - NWW (a,b,c) z wykladnikiem
min(i,j,k) +max(i,j,k), a w rozktadzie iloczynu abc z wyktadnikiem i+j+k.
Z nier6wnosci
min(,7,k) +max(,7,k) <i+j+k
wobec dowolnoéci liczby p wynika, ze liczba NWD(a,b,c) - NWW (a,b,c) jest dzielnikiem
iloczynu abe, skad w szczegdlnosci
NWD(a,b,c)- NWW(a,b,c) < abc = (abc)'
co dowodzi prawej nieréwnosci z tresci zadania z t =1.
Przyktad a=b=1, c=2, w ktérym
NWD(a,b,c)- NWW (a,b,c) =2

oraz
abc=2
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pokazuje, ze liczby t =1 nie mozna zastapi¢ mniejsza.
Analogicznie z nieréwnoéci
2. (min(¢,j,k) +max(i,7,k)) > min(i,5,k) +2-max(i,7,k) >i+j+k
wobec dowolnosci liczby p wynika, ze liczba (NWD(a,b,c) -NVVVV(a,b,c))2 jest podzielna
przez iloczyn abc, skad wynika nieréwnosé

abe < (NWD(a,b,¢) - NWW (a,b,c))?,

czyli
Vabe < NWD(a,b,c) - NWW(a,b,c) ,

co dowodzi lewej nieréwnosci z tresci zadania z s =1/2.
Przyktad a=1, b=c=2, w ktérym

NWD(a,b,c)- NWW (a,b,c) =2

oraz
abc=4

pokazuje, ze liczby s =1/2 nie mozna zastapi¢ wieksza.

Udowodnilismy wigc, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢ zachodza
nieréwnosci

Vabe < NWD(a,b,c) - NWW(a,b,c) < abe,

przy czym oszacowan nie mozna poprawié¢ zachowujac ich posta¢ podang w tresci zada-
nia.

Zadanie 245. Podaé przyklad takiego ciagu liczb rzeczywistych (a,), ze szereg
> dn
n=1

jest zbiezny dla k=13 oraz dla kazdej liczby naturalnej k > 2012, a rozbiezny dla pozo-
statych liczb naturalnych k.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze warunki zadania sa spelnione przez ciag (a,) zdefiniowany wzorami
1
a3n—2 = a3n—-1 = R 1/2011
91/13
azp = T /2011

Skorzystamy z nastepujacego lematu:
Jezeli nanOlO b, =0, to szereg

o0
>h,
n=1
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg

Z (b3p—2+b3n—1+b3y) -

n=1

Dowod lematu:

-3- Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 4 (waga 2), Rozwigzania

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



KAPITAL LUDZKI g[%@ Unlwersytet UNIA EUSUORT)EPJESJIS(Q
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI W ) Wroctawski FUNDUSZ SPOLECZNY

Niech

bedzie n-ta suma czesciowa szeregu i% by. Jezeli szereg § b, jest zbiezny, to ciag (S,)
jest zbiezny, a w konsekwencji zbileT; Eest jego podciag n(fS‘lgn) bedacy ciagiem sum cze-
Sciowych szeregu §1 (b3n—2+b3n—1+bsp).

Jesli za$ zbiezny jest szereg io: (b3n—2+bgn—1+bsy), to zbiezny jest ciag (Ss,), a po-
nadto "

10 Sonr = i (Son +bonva) = 1t Son + litg bonvs = lim San

oraz

A28 Sonvz = i (Son +bonv1 +banr2) = i S + Jiam bars + lim bonso = Jixm S,
skad wynika zbieznosé ciagu (S,,), a wiec takze szeregu % by,.

Dowdd lematu jest zakonczony. i

Poniewaz lim a,, =0, zamiast zbiezno$ci szeregu
n—oo

> a,
n=1
wystarczy badaé zbieznosé szeregu
00 ( 1 1 (_1)k2k/13> B oo 2+(_1)k2k/13

oo
k k k
d§, o+ab, +d,) = T i
nz:l( 3n—2 " "3n—1 3n nZ::l nk/2011 T k/2011 nk/2011 nk/2011

n=1
Niezalezny od n czynnik 24 (—1)%-2%/13 nie wptywa na zbieznoéé szeregu poza przy-
padkiem k=13, kiedy to 2+ (—1)%-2F/13 =0 i szereg jest zbiezny jako szereg zlozony z
samych zer.
Natomiast szereg

s 1
Z k/2011
n:ln /

jest zbiezny, gdy k/2011 > 1, czyli k > 2012, a rozbiezny, gdy k/2011 <1, czyli k£ <2011.
Stad wynika, ze podany przyktad spetnia warunki zadania.
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