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Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 5 (waga 2), Rozwigzania

Zadanie 251. Wyznaczy¢ wszystkie miary kata o € (0°, 45°), dla ktorych prawdziwa
jest réwnosé

1
cosa - Ccos2a - cosdo = 3

Rozwigzanie:

Mnozac dana w zadaniu réwno$¢ stronami przez liczbe dodatnia 8-sina i korzystajac
trzykrotnie z tozsamosci
sin23

2

sinfFcos (3 =

otrzymujemy
sin8a =sina,

przy czym zauwazamy, ze 0 < a < 8a < 360°.
Z przebiegu funkcji sinus w przedziale (0°, 360°) wynika, ze réwnosé sina =sin przy
a€(0°,90°) oraz a < 3 < 360° zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a+(3=180°.
Interesuje nas przypadek 3= 8a, co prowadzi do réwnania 9a = 180°, czyli a = 20°.

Odpowiedz: Jedyna miarg kata spetniajaca podane réwnanie jest o= 20°.

Zadanie 252. Interesuja nas liczby catkowite dodatnie n o nast¢pujacych whasno-
Sciach:
(i) liczba n w zapisie dziesietnym ma parzysta liczbe cyfr (przyjmujemy, ze zapis dziesiet-
ny liczby naturalnej nie moze zaczynaé sie od cyfry 0), oznaczmy te liczbe cyfr przez 2k,
(ii) jezeli podzielimy liczbe n na dwie grupy k-cyfrowe, a nastepnie zamienimy te grupy
miejscami, to powstanie liczba wieksza od n bedaca wielokrotnoscig liczby n.
Rozstrzygnaé, czy:
a) takie liczby nie istnieja,
b) takie liczby istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich liczb jest nieskoniczenie wiele.
Rozwigzanie:
Niech a i b bedg liczbami utworzonymi przez k-cyfrowe grupy cyfr liczby n. Wéowczas

n=a-10"+b,

natomiast wykonanie opisanej w zadaniu operacji prowadzi do liczby b-10* +a.
Zgodnie z zatozeniami zadania

b-10k+a=d-(a-10k+b> ,

gdzie 2<d <9.
Przeksztatcanie powyzszej rownosci prowadzi kolejno do

b-10F+a=ad-10* +bd
b- (10’“—61) —a- (d-lo’“—l) .
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Liczba b jako liczba k-cyfrowa jest mniejsza od 10*, a ponadto iloczyn b- (10’“ —d) jest
podzielny przez d-10% —1 > (d—1)-10*. Stad wynika, ze liczby A =10* —d oraz
B=d-10¥ —1 maja wspdlny dzielnik wickszy od d — 1.

7 uwagi na réwnosé

B—d-A=(d-10"-1)—d- (10" —d) =d* -1
kazdy wspolny dzielnik liczb A i B jest takze dzielnikiem liczby d? — 1.

Rozpatrujac kolejne wartosci d wykluczamy, aby liczby A oraz B mogty mie¢ wspol-
ny dzielnik wiekszy od d—1, gdy d#6 (jak sie p6Zniej okaze, sprawdzenie to nie jest
konieczne do udzielenia odpowiedzi na postawione w zadaniu pytanie).

Dla d =2 liczba B =2-10F —1 daje przy dzieleniu przez d* —1 =3 reszte 1.

Dla d =3 liczba B =3-10* —1 jest nieparzysta, podczas gdy d*> —1=8.

Dla d=4 liczba B=4-10% —1 jest podzielna przez 3, ale nie jest podzielna przez 5,
natomiast d? —1=15.

Dla d=5 liczba B=5-10%—1 jest nieparzysta i niepodzielna przez 3, podczas gdy
d*>—1=24.

Dla d =7 liczba B ="7-10¥ —1 jest nieparzysta i podzielna przez 3, podczas gdy d? —
1=48.

Dla d =8 liczba B =8-10% —1 jest niepodzielna przez 3, podczas gdy d* —1=63.

Dla d=9 liczba B=9-10* —1 jest nieparzysta i niepodzielna przez 5, podczas gdy
d*—1=280.

Natomiast dla d =6 liczba B =6-10* —1 jest niepodzielna przez 5, podczas gdy
d> —1=235. Nie mozemy jednak wykluczyé¢ podzielnoéci liczby B przez 7. Co wiecej,
liczba B jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba k przy dzieleniu przez 6
daje reszte 3.

Mamy wowczas

B=6-10"—1="7-857142857142857142...857142857
A=10"—6="7-142857142857142857...142857142,

skad wynika, ze mozna przyjac

él = 142857142857142857...142857142
B
b= - = 857142857142857142...857142857 .

Zatem warunki zadania speniaja liczby n sktadajace sie z 6-cyfrowej grupy 142857 po-
wtorzonej nieparzysta liczbe razy.

a =

oraz

Odpowiedz: Istnieje nieskonczenie wiele liczb spetniajacych warunki zadania.

Zadanie 253. Rozwiaza¢ réwnanie
4oty + Aoyt = 42® + 4P + 2B 448
w liczbach rzeczywistych x, y.
Rozwigzanie:
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Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosé
(a=0)*>0,

czyli
2ab < a’+b?,
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a=».
Przyjmujac a =2z i b=1y* otrzymujemy nieréwnosé
4oyt <4448,
w ktorej réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 2z = .
Analogicznie zachodzi nieréwnosé
daty <Ay +a®,
w ktérej réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 2y = z*.
Dodajac powyzsze nierownosci otrzymujemy nieréwnosé
4oty + 4oy <Ax?+4yP 428+ 48
prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, przy czym rownos¢ zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy 2z =y* oraz 2y = z*. Z drugiego réwnania otrzymujemy

y:?7

co po wstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno

4\ 4
(3
2

16

Xz
21’2?
Pr =z,

Zauwazamy, ze z =0 wynika y =0, a ponadto liczby x =y =0 stanowia rozwiazanie
roOwnania danego w tresci zadania.
Jezeli x # 0, mozemy wykonaé obustronne dzielenie przez = otrzymujac

95 _ 415
skad

r=1/2.
Woébwezas

4
a
y=5="2

i tatwo sprawdzamy, ze liczby x =y = /2 réwniez stanowia rozwigzanie réwnania danego
w tresci zadania.

Odpowiedz: Réwnanie ma dwa rozwigzania: © =y =0 oraz © =y = /2.
Zadanie 254. Interesuja nas takie pary liczb naturalnych (m,n), ze 3<m<mn, a

ponadto liczba przekatnych n-kata wypuklego jest czterokrotnie wigksza od liczby prze-
katnych m-kata wypuklego.
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Rozstrzygnac, czy:
a) takie pary (m, n) nie istnieja,
b) takie pary (m, n) istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich par (m, n) jest nieskonczenie wiele.
Rozwigzanie:
Liczba przekatnych k-kata wypuklego jest réwna k(k—3)/2, skad wynika, ze intere-
suja nas rozwigzania rOwnania

dm(m—3)=n(n—3).
Przeksztatcajac powyzsze réwnanie otrzymujemy kolejno
4m?* —12m=n*—3n
16m?* —48m = 4n® —12n
16m? — 48m +36 =4n*> — 12n+9+27
(4m—6)* = (2n —3)*4-27.
Oznaczajac a =4m —6 oraz b= 2n—3 otrzymujemy réwnanie
a*=b*+27,
czyli
(a—b)-(a+0b)=27.
Przy tym czynniki a—b oraz a+b sa catkowite, dodatnie i tej samej przystosci, a ponadto
a—b < a+b.
Liczba 27 posiada dwa tego typu rozktady na iloczyn:
27=3-9=1.27.

Pierwszy rozktad prowadzi do a =6, b= 3, skad m =n =23, co nie spelnia ograniczen
podanych w tresci zadania.
Drugi rozktad prowadzi do a =14, b= 13, skad m =5 oraz n=S8.

Odpowiedz: Istnieje jedna para liczb speliajacych warunki zadania, a mianowicie
m=>5, n=_8.

Zadanie 255. Funkcja f:R— [0, 00) jest rézniczkowalna na calej prostej rzeczywi-
stej 1 ma ciagta pochodna, a ponadto f(x)=0 dla dowolnej liczby rzeczywistej x < 0.
Wiadomo réwniez, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

f(@)=y/f(x).
Czy stad wynika, ze f(x) =0 dla dowolnej liczby rzeczywistej x 7
Rozwigzanie:
Odpowiedz: Nie wynika.

Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywistg nieujemng i niech funkcja f bedzie zdefi-

niowana wzorem
0, gdy z<a
f(l') = { (x—a)? N

i, gy z>a
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Woéwcezas funkcja f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie réznym od a i jej pochodna
dana jest wzorem

y 0, dy z<a
Fa={oe &Y

50, gdy x>a

Y

spelnia wiec warunek f’'(z)=,/f(x) dla dowolnej liczby rzeczywistej x # a.
W punkcie a funkcja f ma pochodne jednostronne réwne 0, jest wiec rozniczkowalna
w punkcie a i przy tym

f'(a)=0=/f(a).

Tak wiec funkcja f spelnia zatozenia zadania, a nie jest funkcja statg rowng zero.
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