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Liga Zadaniowa, Edycja II, Seria 6 (waga 3), Rozwigzania

Zadanie 261. Dane sa takie liczby naturalne a, b, ¢, d, e, f, ze kazda z szesciu sum
a+b, b+c, c+d, d+e, e+ f, f4a jest podzielna przez 1001. Czy stad wynika, ze kazda z
liczb a, b, ¢, d, e, f jest podzielna przez 10017

Rozwigzanie:

Nie wynika, co pokazuje przyktad a=c=e=1, b=d= f =1000, w ktérym zatozenia
zadania sg spelnione, a liczby a, b, ¢, d, e, f nie sa podzielne przez 1001.

Zadanie 262. Rozwiaza¢ nieré6wnosé
2013711 = 201377 < (z47)" — (2?41

w liczbach rzeczywistych x.
Rozwigzanie:
Dziedzing nieréwnosci jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.
Przeksztatcamy nierownosé do postaci

2013 4 (22 +1)" " <2013 4 (x4 7)
i zauwazmy, ze mozna jg zapisac jako
F(2?+1) < fa+7),
gdzie funkcja f jest okreslona wzorem

f(z) =2013" + 22013
2013

)2013

Poniewaz zarowno 2013* jak i x rosnie wraz ze wzrostem x, funkcja f jest rosngca.
Zatem nieréwnos$¢ f(z?+1) < f(z+7) jest réwnowazna nieréwnosci
P +1<a+7,
co rozwigzujemy wykonujac nastepujace przeksztatcenia:
2 —r—6<0

(x+2)(x—3)<0.
Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan nieréwnosci jest przedziat (—2, 3).

Zadanie 263. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary liczb catkowitych dodatnich (m, n),
ze liczba m jest wicksza o m% od liczby n.

Rozwigzanie:
Sposéb I:
Chcemy rozwiaza¢ w liczbach naturalnych m, n rownanie
B mn
m=n-+ 1700 y
co sprowadza si¢ kolejno do
m
m=n- <1 + 100)
~100+m
— 100
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Zatem liczba n jest jednoznacznie wyznaczona przez liczbe m i zadanie sprowadza
sie do wyznaczenia liczb naturalnych m, dla ktérych liczba 100m jest podzielna przez
100+m. Niech d bedzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 100 oraz m. Oznaczmy
a=100/d oraz b=m/d. Wbwczas liczby a i b sa wzglednie pierwsze, a interesujaca nas
podzielno$¢ sprowadza si¢ do podzielnoéci liczby abd? przez (a+b)d, czyli do podzielnosci
abd przez a+b. Poniewaz liczby a, b sa z zatozenia wzglednie pierwsze, kazda z nich jest
wzglednie pierwsza z ich suma a+b, skad wynika, ze liczba abd jest podzielna przez a+b
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba d jest podzielna przez a+b.

Tak wiec liczba d musi by¢ dzielnikiem liczby 100, natomiast liczba a+4b musi by¢
dzielnikiem liczby d wzglednie pierwszym z a i wickszym od a.

W szczegblnosei wynika stad, ze d>a, co wobec rownosci a=100/d prowadzi do
d > 10, czyli d moze przyjmowac jedna z czterech z wartosci: 20, 25, 50, 100.

Dla d=20 otrzymujemy a =5, jednak dzielniki liczby 20 wieksze od 5 to 10 i 20 -
obydwa sa podzielne przez 5.

Dla d =25 otrzymujemy a =4. Nieparzyste dzielniki liczby 25 wigksze od 4 to 51 25
- prowadza odpowiednio do b=1 1 b=21 oraz m =251 m=>525.

Dla d =50 otrzymujemy a = 2. Nieparzyste dzielniki liczby 50 wieksze od 2 to 51 25
- prowadza odpowiednio do b=3 1 b=23 oraz m =150 i m = 1150.

Dla d =100 otrzymujemy a = 1. Dzielniki liczby 100 wigksze od 1 to 2, 4, 5, 10, 20, 25,
50, 100 - prowadza odpowiednio do b=1,b=3,0=4,b=9,0=19,0=24,6=491b=99
oraz m =100, m =300, m =400, m =900, m = 1900, m = 2400, m =4900 i m = 9900.

Sposéb 11:
Podobnie jak w sposobie pierwszym dochodzimy do
_100m
T 1004m

Postaramy si¢ wyrazi¢ m w zaleznosci od n. W tym celu przeksztatcamy kolejno
~100m + 10000 — 10000

n

100+m
10000
=100—
" 100+m
10000
=100—
100+m "
100+m 1
10000 100—n
10000
100 =
=100 n
10000
= —1
100 —n 00,
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skad wynika, ze liczba 100 —n musi by¢ liczba dodatnia mniejsza od 100, a ponadto
musi by¢ dzielnikiem liczby 10000. Takich dzielnikéw jest dwanascie: 1, 2, 4, 5, 8, 10,
16, 20, 25, 40, 50, 80, co oczywiscie prowadzi do tych samych rozwigzan, co w sposobie
pierwszym.

Odpowiedz: Istnieje dwanascie par liczb (m, n) spelniajacych warunki zadania:
(25, 20), (100, 50), (150, 60), (300, 75), (400, 80), (525, 84), (900, 90), (1150, 92),
(1900, 95), (2400, 96), (4900, 98) i (9900, 99).

Zadanie 264. Rozstrzygna¢ prawdziwosé nastepujacego zdania:
Sposrod dowolnych 34 réznych liczb naturalnych mozna wybraé takie trzy rézne liczby
a, b, c, ze liczba
A+ b+ —ab—bc—ca

jest podzielna przez 17.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podane zdanie jest falszywe.

W tym celu wskazemy 34 liczby naturalne, sposréd ktorych nie mozna wybraé trzech
liczb a, b, ¢ spetniajacych warunki zadania.

Rozwazmy poczatkowe 34 liczby naturalne, tzn. liczby 1,2, 3, ..., 34. Zauwazmy, ze
przy dzieleniu przez 17 liczby te daja kazda z mozliwych reszt doktadnie dwukrotnie.
Zatem przy dowolnym wyborze liczb a, b, ¢, liczby te nie daja tej samej reszty przy
dzieleniu przez 17.

Zauwazmy, ze

2. (a2+62—|—62—ab—bc—ca) = (a2—2ab+b2> + (62—260—1—62) + (02—26a+a2) =
=(a=b)+(b—c)*+(a—0c)?= A+ B*+(A+B)*=2-(A*+ AB+ B) ,
gdzie A=a—0b oraz B=b—c, skad
A+ 4+ —ab—bc—ca=A*+ AB+ B2.

Poniewaz liczby a, b, ¢ nie daja tej samej reszty przy dzieleniu przez 17, co najmniej
jedna z liczb A, B nie jest podzielna przez 17.

Wykazemy jednak, ze liczba A%+ AB+ B? jest podzielna przez 17 tylko wtedy, gdy
obie liczby A, B sa podzielne przez 17.

Jezeli liczba A%+ AB+ B? jest podzielna przez 17, to przez 17 podzielna jest takze
liczba

4-(A*+ AB+B?) =4A>+4AB+ B’ + 3B = (2A+ B)*+3B* = C*+3B”,
gdzie C =2A+B.
Wowczas
C? =—-3B*(mod 17),
skad po podniesieniu stronami do potegi 8 otrzymujemy
C*=3%. B'%mod 17).
Korzystajac z
3F=81"=(-4)>=16=—1(mod 17)
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otrzymujemy

C' = —B'"%(mod 17).

Poniewaz na mocy Matego Twierdzenia Fermata 16-ta potega liczby naturalnej przy
dzieleniu przez 17 moze tylko dawac reszte 0 lub 1,

C'" = B =0(mod 17),
skad wynika, ze liczby B i C', a w konsekwencji takze liczba A sa podzielne przez 17.

Odpowiedz: Podane zdanie jest fatszywe.

Zadanie 265. Rozstrzygnaé¢ prawdziwos$¢ nastepujacego zdania:
Sposréd dowolnych 35 réznych liczb naturalnych mozna wybrac takie trzy rozne liczby
a, b, c, ze liczba
A+ +c*—ab—bc—ca

jest podzielna przez 17.

Rozwigzanie:

Wykazemy, ze podane zdanie jest prawdziwe.

W tym celu wybierzmy liczby a, b, ¢ tak, aby przy dzieleniu przez 17 dawatly taka
sama reszte. Taki wybor jest mozliwy, gdyz reszt z dzielenia jest 17, a dostepnych liczb
35>2-17.

Woéwezas kazda z 6 liczb a2, b2, ¢2, ab, be, ca daje przy dzieleniu przez 17 taka sama
reszte, a stad wynika, ze liczba a?+b%+c? —ab—bc— ca jest podzielna przez 17.

Odpowiedz: Podane zdanie jest prawdziwe.
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