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Zadanie 311. Liczba naturalna a jest liczbg sze$ciocyfrowa niepodzielng przez 10.
Liczba b powstaje z liczby a przez przestawienie cyfry jednosci na poczatek.

Dowies¢, ze liczba a+ 3b jest podzielna przez 13.

Rozwigzanie:

Niech d bedzie cyfra jednosci liczby a oraz niech ¢ bedzie liczbg pieciocyfrowa powstata
z liczby a przez usuniecie cyfry jednosci.

Wowczas

a=10c+d oraz b=100000d+ c,

skad
a+3b=13c+300001d = 13c+ (299000 + 1001)d = 13¢+ (13-23000+ 13- 77)d =
=13(c+230774d)

co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 312. Udowodni¢ nastepujaca ceche podzielnosci przez 3:

Liczba jest podzielna przez 3 wtedy i tylko wtedy, gdy suma szeScianow jej cyfr jest
podzielna przez 3.

Rozwigzanie:

Teza zadania wynika z powszechnie znanej cechy podzielnoséci przez 3 oraz z faktu,
ze dla dowolnej cyfry 0<c¢<9 liczba ¢* —c=(c—1)c(c+1) jest podzielna przez 3 jako
iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych.

Zadanie 313. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

3,93 k3, 73 3 2n?
P43 +5+7 4+ +(2n—1) :( ) )
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.
1° Dla n=1 lewa strona danej w zadaniu réwnosci sktada si¢ z jednego sktadnika i
ma wartos¢ 1. Prawa strona takze jest réwna (3) =1.
Zatem dla n =1 dowodzona réwnosc¢ jest prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczbg naturalna, ze

2 2
13+33+53+73+...+(2n—1)3:( ; ) .

Wykazemy, ze wowczas

2

Przeksztatacajac lews strone powyzszej réwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyj-
nego otrzymujemy

2(n+1)>2
13+33—|—53—|—73+...+(2n—1)3+(2n+1)3:( (n+ >>.

2 2
P43 4547+ (2n—1)°+ (2n+1)* = ( Z >+(2n+1)3—

-1- Liga Zadaniowa, Edycja 111, Seria 1, Rozwigzania

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



KAPITAL LUDZKI g[%[@ UnIWZI’SthF UNIA EUSUORT)EPJESJIS(Q
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI W ) Wroctawski FUNDUSZ SPOLECZNY

_ 2n*(2n% —1)
- 2
—ont—n24+8n+12n2 +6n+1=2n*+8n3+11n’+6n+1.

+(2n+1)*=n?(2n7 —1) +8n° + 12n* + 6n+ 1 =

Z kolei prawa strona dowodzonej rownosci jest réwna
(2(11 + 1)2> _ (2n*4+4n+2)(2n° +4n+1)

5 5 :(n2—|—2n—|—1) (2n2+4n—|—1):

=t +8n2+11n’+6n+1.

Réwnosé zostata udowodniona, poniewaz doprowadziliSmy jej obie strony do tej samej
postaci.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej réwnos¢ dana w zadaniu zostata udowod-
niona dla wszystkich liczb naturalnych n.

Zadanie 314. W ciggu (a,,) pierwszy wyraz jest liczba naturalng nie wigksza od 1010,
a kazdy kolejny wyraz powstaje z poprzedniego przez dodanie podwojonej sumy cyfr.

Dowies¢, ze w ciagu (a,) nie wystepuje liczba 100,

Rozwigzanie:

Niech S(k) oznacza sume cyfr liczby k.

Poniewaz suma cyfr przy dzieleniu przez 9 daje identyczna reszte jak sama liczba,
liczba as = a3 +2S5(ay) daje przy dzieleniu przez 9 taka sama reszte jak 3a;. Analogicznie,
liczba as daje przy dzieleniu przez 9 taka samg reszte jak 9aq, czyli jest podzielna przez
9. Widzimy wiec, ze poczawszy od trzeciego wyrazu, ciag zawiera tylko liczby podzielne
przez 9, nie moze wiec w nim wystapi¢ liczba 10'%°, ktéra przy dzieleniu przez 9 daje
reszte 1.

Zadanie 315. Liczby pierwsze p, q, r spetniaja nieréwnosci
r’<q, p<r’
Dowies¢, ze p < qr.
Rozwigzanie:
Podnoszac dane w zadaniu nieréwnosci odpowiednio do poteg 3/7 1 2/3 otrzymujemy

P71 <q
oraz
p<r,
skad
qr > pPl T8 = 22 S

Uwaga: Zalozenia zadania spelnia np. tréjka liczb (p, ¢, r) = (5, 2, 3).
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