
Liga Zadaniowa, Edycja III, Seria 2, Rozwiązania

Zadanie 321. Liczby pierwsze p, q, r spełniają nierówności

p7<q3, pq2<r9 .

Dowieść, że p5<r8.
Rozwiązanie:
Podnosząc dane w zadaniu nierówności odpowiednio do potęg 2 i 3 otrzymujemy

p14<q6

oraz
p3q6<r27 .

Wymnożenie stronami powyższych nierówności i obustronne podzielenie przez q6 prowa-
dzi do

p17<r27 ,

co po obustronnym podniesieniu do piątej potęgi daje

p85<r135<r136 .

Wyciągnięcie pierwiastka 17-go stopnia prowadzi do

p5<r8 ,

co kończy rozwiązanie zadania.

Uwaga: Założenia zadania spełnia np. trójka liczb (p, q, r)= (3, 13, 2)

Zadanie 322. Wyznaczyć wszyskie liczby całkowite dodatnie d, dla których praw-
dziwe jest następujące zdanie:
Dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n, jeżeli liczba n4 jest podzielna przez d, to

liczba n3 jest podzielna przez d.
Rozwiązanie:
Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy d jest potęgą liczby pierwszej p o wykładniku

dodatnim k.
Niech dana będzie liczba naturalna n i niech w będzie wykładnikiem, z jakim p wchodzi

do rozkładu liczby n na iloczyn potęg liczb pierwszych.
Wówczas podzielność n4 przez pk jest równoważna nierówności 4w­ k, natomiast

podzielność n3 przez wk jest równoważna nierówności 3w­ k.
Liczba d= pk spełnia więc warunki zadania, wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej

liczby naturalnej w, z nierówności 4w­ k wynika nierówność 3w­ k. Warunek ten nie
jest spełniony, gdy istnieje takie w, że 3w<k¬ 4w.
Zatem warunku tego nie spełniają liczby k leżące w następującej sumie przedziałów:

(3, 4]∪(6, 8]∪(9, 12]∪(12, 16]∪(15, 20]∪ ... .
W konsekwencji warunek jest spełniony przez następujące liczby k: 1, 2, 3, 5, 6, 9.

Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego, gdy d nie musi być potęgą liczby pierwszej.
Zauważmy, że liczba d= d1d2, gdzie d1, d2 są względnie pierwsze, spełnia warunki

zadania wtedy i tylko wtedy, gdy każda z liczb d1 oraz d2 spełnia warunki zadania.
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Wynika to z faktu, że podzielność przez d jest równoważna jednoczesnej podzielności
przez d1 oraz d2.

Odpowiedź: Warunki zadania spełniają wszystkie liczby d, w których rozkładzie na
iloczyn potęg liczb pierwszych, każda liczba pierwsza występuje z wykładnikiem 1, 2, 3,
5, 6 lub 9.

Zadanie 323. Niech x będzie taką liczbą rzeczywistą dodatnią, że liczba x+
1
x
jest

wymierna.

Dowieść, że liczba x5+
1
x5
jest wymierna.

Rozwiązanie:
Zauważmy, że wymierne są liczby(

x+
1
x

)5
=x5+5x3+10x+

10
x
+
5
x3
+
1
x5

oraz (
x+
1
x

)3
=x3+3x+

3
x
+
1
x3
,

skąd otrzymujemy wymierność liczby(
x+
1
x

)5
−5
(
x+
1
x

)3
+5
(
x+
1
x

)
=x5+

1
x5
,

co kończy rozwiązanie zadania.

Zadanie 324. Niech S(n) oznacza sumę cyfr liczby n. Obliczyć

S
(
S
(
S
(
S
(
(2012!)2012!

))))
.

Rozwiązanie:
Liczba (2012!)2012! jest podzielna przez 9, gdyż podstawa potęgi 2012! jest podzielna

przez 9.
Ponadto

2012!<
(
104
)2012
< 109000 ,

skąd

(2012!)2012!<
(
109000

)109000
<
(
1010000

)109000
=1010

9004
< 1010

9999
.

Zatem liczba (2012!)2012! ma nie więcej niż 109999 cyfr i w konsekwencji jej suma cyfr
nie przekracza 9 ·109999< 1010000.
Zatem liczba S

(
(2012!)2012!

)
jest mniejsza od 1010000 i jest podzielna przez 9 jako

suma cyfr liczby podzielnej przez 9.
Liczba ta ma nie więcej niż 10000 cyfr, więc jest suma cyfr S

(
S
(
(2012!)2012!

))
jest

podzielna przez 9 i nie przekracza 90000.
Podobnie, liczba S

(
S
(
S
(
(2012!)2012!

)))
nie przekracza 8+4 ·9=44 i jest podzielna

przez 9.
Ostatecznie dana w zadaniu liczba, będąca sumą cyfr powyższej liczby, nie przekracza

3+9=12 i jest podzielna przez 9, jest więc równa 9.

Odpowiedź: Podana w zadaniu liczba jest równa 9.
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Zadanie 325. Wyznaczyć wszystkie takie liczby pierwsze p, że liczba p6+6 też jest
pierwsza.
Rozwiązanie:
Skorzystamy z następującego twierdzenia (Małe Twierdzenie Fermata dla wykładni-

ka 7):
Twierdzenie: Szósta potęga dowolnej liczby całkowitej niepodzielnej przez 7 daje przy

dzieleniu przez 7 resztę 1.
Jeden z wielu możliwych dowodów:
Teza twierdzenia wynika z tożsamości

n6−1= (n−3)(n−2)(n−1)(n+1)(n+2)(n+3)+7(n−1)(n+1)
(
2n2−5

)
.

Z powyższego twierdzenia wynika, że dla dowolnej liczby pierwszej p niepodzielnej
przez 7, liczba p6+6 jest podzielna przez 7 i większa od 7, jest więc złożona.
Zatem jedyną liczbą pierwszą, która może spełniać warunki zadania, jest p=7. Wów-

czas jednak liczba

76+6=76+1+5=
(
72+1

)
·
(
74−72+1

)
+5=50 ·

(
74−72+1

)
+5

jest złożona jako podzielna przez 5.

Odpowiedź: Nie istnieją liczby pierwsze spełniające warunki zadania.

Uwaga: Liczba p6+6 może być pierwsza, jeśli p jest złożona - jest tak np. dla p=175.
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