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Liga Zadaniowa, Edycja III, Seria 2, Rozwigzania

Zadanie 321. Liczby pierwsze p, ¢, r spelniaja nierownosci
pP<a’, pg’<rt.
Dowies¢, ze p° <rS.
Rozwigzanie:
Podnoszac dane w zadaniu nieréwnosci odpowiednio do poteg 2 i 3 otrzymujemy

<
oraz

Pt <.
Wymnozenie stronami powyzszych nieréwnoéci i obustronne podzielenie przez ¢% prowa-
dzi do

P <2
co po obustronnym podniesieniu do pigtej potegi daje

135

pP <! <130

Wyciagniecie pierwiastka 17-go stopnia prowadzi do
p’<r®,
co konczy rozwigzanie zadania.

Uwaga: Zalozenia zadania spelnia np. tréjka liczb (p, ¢, 7) = (3, 13, 2)

Zadanie 322. Wyznaczy¢ wszyskie liczby catkowite dodatnie d, dla ktérych praw-
dziwe jest nastepujace zdanie:

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, jezeli liczba n* jest podzielna przez d, to
liczba n? jest podzielna przez d.

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy d jest potega liczby pierwszej p o wyktadniku
dodatnim k.

Niech dana bedzie liczba naturalna n i niech w bedzie wyktadnikiem, z jakim p wchodzi
do rozktadu liczby n na iloczyn poteg liczb pierwszych.

Wéwcezas podzielnosé n* przez p* jest réwnowazna nieréwnoéci 4w >k, natomiast
podzielnosé n® przez w* jest réwnowazna nieréwnosci 3w > k.

Liczba d=p* spelia wiec warunki zadania, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
liczby naturalnej w, z nieréwnosci 4w > k wynika nieréwnos$¢ 3w > k. Warunek ten nie
jest spelniony, gdy istnieje takie w, ze 3w < k < 4w.

Zatem warunku tego nie spetniajg liczby k lezace w nastepujacej sumie przedziatow:

(3,4]U (6, 8]U(9, 12]U (12, 16]U (15, 20]U... .
W konsekwencji warunek jest spelniony przez nastepujace liczby k: 1, 2, 3, 5, 6, 9.
Przejdzmy teraz do przypadku ogdlnego, gdy d nie musi by¢ potega liczby pierwszej.

Zauwazmy, ze liczba d=ddy, gdzie dy, ds sa wzglednie pierwsze, spetnia warunki
zadania wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z liczb d; oraz ds spelnia warunki zadania.
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Wynika to z faktu, ze podzielno$¢ przez d jest réwnowazna jednoczesnej podzielnosci
przez dy oraz ds.

Odpowiedz: Warunki zadania spetniaja wszystkie liczby d, w ktorych rozktadzie na
iloczyn poteg liczb pierwszych, kazda liczba pierwsza wystepuje z wyktadnikiem 1, 2, 3,
5, 6 lub 9.

Zadanie 323. Niech x bedzie taka liczba rzeczywista dodatnia, ze liczba z+ 1 jest
wymierna. v

Dowiesé, ze liczba 2° + i{) jest wymierna.

Rozwigzanie: !

Zauwazmy, ze wymierne sg liczby

1\° 10 5 1
<£L‘+) :l’5+51‘3+101’—|—*+73 5
X T X T
oraz
N 3 1
r+—) =r+3r+—-+—,
T r x

skad otrzymujemy wymiernos¢ liczby
1\° 1\? 1 |
(m—l—) —5<x+> +5(I+) =+ —,
x x x x
co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 324. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby n. Obliczy¢

S(S(s(s((20121)))) .

Rozwigzanie:
Liczba (2012!)2°'% jest podzielna przez 9, gdyz podstawa potegi 2012! jest podzielna
przez 9.
Ponadto 2019
2012! < (10*) 7 <107,
skad

(2012!>2012! < (109000) 109000 - (1010000) 109000 _ 10109004 . 10109999 |

Zatem liczba (2012!)2°12' ma nie wiecej niz 10%% cyfr i w konsekwencji jej suma cyfr
nie przekracza 9-109999 < 1010000,

Zatem liczba S((2012!)2012!) jest mniejsza od 10'%9% i jest podzielna przez 9 jako
suma cyfr liczby podzielnej przez 9.

Liczba ta ma nie wiecej niz 10000 cyfr, wiec jest suma cyfr S(S((2012!)2012!>> jest
podzielna przez 9 i nie przekracza 90000.

Podobnie, liczba S(S (S ((2012!)2012!))) nie przekracza 8+4-9=44 i jest podzielna
przez 9.

Ostatecznie dana w zadaniu liczba, bedaca suma cyfr powyzszej liczby, nie przekracza
3+9=121 jest podzielna przez 9, jest wiec réwna 9.

Odpowiedz: Podana w zadaniu liczba jest réwna 9.
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Zadanie 325. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby pierwsze p, ze liczba p®+6 tez jest
pierwsza.

Rozwigzanie:

Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia (Mate Twierdzenie Fermata dla wyktadni-
ka 7):

Twierdzenie: Szosta potega dowolnej liczby catkowitej niepodzielnej przez 7 daje przy
dzieleniu przez 7 reszte 1.

Jeden z wielu mozliwych dowodow:

Teza twierdzenia wynika z tozsamosci

nf—1=(n-3)(n-2)(n—-1)(n+1)(n+2)(n+3)+7(n—-1)(n+1)(2n*~5) .

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze dla dowolnej liczby pierwszej p niepodzielnej
przez 7, liczba pb+6 jest podzielna przez 7 i wieksza od 7, jest wiec ztozona.

Zatem jedyna liczba pierwsza, ktora moze spelnia¢ warunki zadania, jest p="7. Wow-
czas jednak liczba

T46=T+145=(7+1)- (7' =7 +1) +5=50- (7' =T +1) +5
jest ztozona jako podzielna przez 5.
Odpowiedz: Nie istnieja liczby pierwsze spetniajace warunki zadania.

Uwaga: Liczba p°® +6 moze by¢ pierwsza, jesli p jest ztozona - jest tak np. dla p=175.
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