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Liga Zadaniowa, Edycja III, Seria 3, Rozwigzania

Zadanie 331. Dowie$¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych s niepodziel-
nych przez 3, o nastepujacej wlasnosci:

Zadna liczba naturalna o sumie cyfr réwnej s nie jest kwadratem ani sze$cianem liczby
catkowitej.

Rozwigzanie:

Z réwnosci

(3k)>=3-3k>+0

oraz

(3k+£1)2=3- (3K £2k) +1

wynika, ze kwadrat liczby naturalnej nie daje przy dzieleniu przez 3 reszty 2. Stad wynika
w szczegdlnodci, ze przy dzieleniu przez 9 nie daje zadnej z reszt 2, 5, 8.
Z kolei réwnosci

(3k)*=9-3k*+0

oraz
(3k1)* =9- (3K £ 3> + k) +1

dowodza, ze szescian liczby naturalnej nie daje przy dzieleniu przez 9 zadnej z reszt 2,
3,4,5,6, 7.

Jezeli wiec liczba s daje przy dzieleniu przez 9 reszte 2 lub 5, to na mocy cechy
podzielnosci przez 9 liczba naturalna o sumie cyfr rownej s daje przy dzieleniu przez 9
taka sama reszte jak s, a zatem nie jest kwadratem ani szescianem liczby catkowitej.

Wykazalismy wiec, ze warunki zadania sg spetnione przez nieskonczenie wiele liczb s.

Zadanie 332. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna r > 1 spelniajaca réwnosé
r" =16.

Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowo6d nie wprost.

Zauwazmy najpierw, ze r nie moze by¢ liczba caltkowita, gdyz 22 < 16 < 33.

Zatézmy, ze liczba wymierna r spetniajaca warunki zadania istnieje i zapiszmy ja w
postaci utamka nieskracalnego r =m/n.

Poniewaz liczba r nie jest catkowita, mamy n > 1.

Wychodzac od rownosci r” =16 otrzymujemy kolejno

m/n
(2) =16
n

()
m™=24".pm )

Liczba n jest wieksza od 1, posiada zatem dzielnik pierwszy p. Poniewaz liczby m, n
sg wzglednie pierwsze, liczba m nie jest podzielna przez p.

Wobec twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze otrzymaliSmy
sprzecznosé, gdyz prawa strona réwnosci (de) jest podzielna przez p, a lewa nie.

Zatem liczba wymierna r o zadanych wtasnosciach nie istnieje.
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Zadanie 333. Obliczy¢ granice

i n?>+1 712—1—4_i_n2+9_i_nQ+16+n2—1—25+ +n2+kz2+ +n2+n2
im it —————+ .+ ————
n—oo\n3+1 n34+4 n3+9 n3+16 n3+25 n3 4+ k2 n3 +n?
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b, i zauwazmy, ze ma ona n
sktadnikow.
Zachodza wowczas oszacowania od gory

n n

" on?+k? > (n*+k) k§1n2+ > K nd 4 it @ntl)

ST it ni+1 i1 ‘
oraz od dotu
N2 1.2 N2, A 2
. En:n2+k2 k§1(n + k%) kgln +k§1k‘ n3+n(n+1)6(2n+1)
n Z g g = :an .
k:1n3+n2 n3+n2 n3_|_n2 n3+n2

Poniewaz dla dowolnego n zachodza nierownosci

an < b, <cp,

a ponadto
) 4
lim ¢, = =
n—00 3
oraz
) 4
lim a, ==,
n—00 3

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
4

lim b, = =

Zadanie 334. Siedmioosobowa komisja powinna mie¢ dostep do szafy pancernej
z tajnymi dokumentami na nastepujacych zasadach:
e zadnych trzech cztonkéw nie moze otworzy¢ szafy pancernej,
e dowolnych czterech cztonkéw moze otworzy¢ szafe pancerng.

Ile co najmniej zamkow nalezy zamontowaé i jak rozdaé klucze?

Rozwigzanie:

Poczynmy nastepujace obserwacje:
1° Klucz do kazdego zamka powinien by¢ rozdany co najmniej czterem cztonkom komis;ji.
Gdyby bowiem pewien klucz zostal rozdany co najwyzej trzem osobom, to istniataby
czworka os6b nie majacych tego klucza, a wiec nie mogacych otworzy¢ szafy pancernej.
2° Dla kazdej trojki cztonkéw komisji istnieje klucz, ktérego zaden z tych cztonkéw nie
posiada — w przeciwnym razie nie mieliby oni przeszkody w otwarciu kasy. Zgodnie z 1°,
klucz ten musi by¢ w posiadaniu kazdego z pozostatych czterech cztonkéw komisji.
3° Nie ma potrzeby, aby dwa klucze byly rozdane temu samemu zbiorowi cztonkow
komisji lub dwoém zbiorom, z ktoérych jeden zawiera drugi.
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Z powyzszych obserwacji wynika, ze dla kazdego 4-osobowego zbioru cztonkéw komis;ji,
nalezy zamontowa¢ odpowiadajacy temu zbiorowi zamek, a klucz do niego da¢ kazdemu

z tych cztonkéw. To wymaga zamontowania (D =35 zamkow.

Zadanie 335. Interesujg nas rozwigzania réwnania
7o 4yt M = g
w liczbach caltkowitych dodatnich z, y, z, t spelniajacych warunek NWD(z, y, z,t) = 1.
Rozstrzygnac, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiazania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwiazan jest nieskonczenie wiele.
Rozwigzanie:
Skorzystamy z nastepujacych dwéch spostrzezen:
1° Zachodzi nastepujacy ciag tozsamosci:
(p+q)" —p"—q" =Tpq+21p°¢* +35p" ¢ +35p°¢" +21p°¢° + Tpg® =
=Tpq (p° +3p"q+50°¢* +5p°¢° +3pq* +¢°) = Tpa(p+q) (v +20° ¢+ 39" + 2pg” +¢*) =

= Tpa(p-+q) (P +pa+a?)”

2° Ze znanego wzoru na tréojki pitagorejskie wynika, ze liczby a, b, ¢ okreslone wzorami
a=m?>—n? b=2mn, c=m’+n’
spetniajg réwnanie a4+ b? = ¢?, a przy tym sg one wzglednie pierwszymi liczbami natu-
ralnymi, jezeli liczby naturalne m > n sg wzglednie pierwsze i majg rézna parzystosc.
Laczymy oba spostrzezenia przyjmujac p=a?, ¢=">b?, p+q=c>.
To prowadzi do nastepujacego rozwigzania danego w zadaniu réwnania:
y=a=m>—n?
z=b=2mn
t=c=m?+n’
r= abc<p2+pq+q2) .

Wykazalismy wiec, ze dane w zadaniu réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan,

dowodzac nastepujacej wlasnosci trojek pitagorejskich (a, b, ¢): liczba c'* —a'* — b jest
siedmiokrotnym kwadratem.
Uwaga: W ponizszej tabeli podano rozwiazania otrzymane dla m,n <5.
m|ni|y=al|z=b|t=c x
211 3 4 5 28860
312 5 12 13 19469580
411 15 8 17 141006840
413 7 24 25 | 1522084200
512 21 20 29 | 6466130580
514 9 40 41 | 39795336360
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