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Liga Zadaniowa, Edycja III, Seria 4 (waga 2), Rozwigzania

Zadanie 341. Dane sg takie liczby catkowite dodatnie m, n, ze liczba m™ jest po-
dzielna przez n". Czy stad wynika, ze liczba m jest podzielna przez n ?

Rozwigzanie:

Nie wynika, co pokazuje przyktad m =10, n =4. Wéwezas liczba m™ = 1010 = 210. 510
jest podzielna przez n™ =4* =28, ale m = 10 nie jest podzielne przez n = 4.

Inny przyktad to m =12, n =8, gdzie liczba m™ = 12'2 = 224.312 jest podzielna przez
n" _88 224

Zadanie 342. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodzi
nieréwnosc
2% yY > (y)@tY/2
Rozwigzanie:
Z uwagi na symetrie, mozemy bez szkody dla ogélnosci rozwiazania zatozy¢, ze x > y.
Podnoszac dang w zadaniu nierownos¢ stronami do kwadratu i wykonujac dalsze
przeksztatcenia otrzymujemy nieréwnosci rownowazne:
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Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz x >y oraz x —y > 0.

Zadanie 343. Rozstrzygnac, czy liczba log(1 1v3) (11 +8- \/§> jest wymierna czy nie-

wymierna.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze podana liczba jest niewymierna. W tym celu przeprowadzimy dowod
nie wprost.

Zat6ézmy, ze dana w zadaniu liczba jest wymierna i wobec tego, ze jest to liczba
dodatnia, zapiszmy ja w postaci m/n, gdzie m, n sa liczbami catkowitymi dodatnimi.

Z definicji logarytmu mamy wowczas

(1+\/§)m/”: 11+8-v/2,
co po obustronnym podniesieniu do potegi n prowadzi do

(1+v2)" = (11+8-v2)"
Poniewaz konsekwentna zmiana znaku przy v/2 nie wplywa na przeprowadzane rachunki,
mamy takze
(1-v2)" = (11-8-v2)"
Po wymnozeniu stronami ostatnich dwéch réwnosci otrzymujemy kolejno
(1+v2)" - (1-v2)" = (11+8-v2)" - (11-8-v2)"
(1+v2)- (1-v2))" = ((11+8-v2) - (11-8-v2))"
(=D)"=(=7)".
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Jednak ta réwno$¢ nie moze mie¢ miejsca, gdyz jej lewa strona ma warto$¢ bezwzgled-
na rowng 1, a prawa co najmniej 7.

Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowod nie wprost i dowodzi, ze podana w zadaniu
liczba jest nieywmierna.

Zadanie 344. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nie-

rOWnNosé
2n\ _ 215
n)” Vin+1 '
Rozwigzanie:

Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n=1 lewa strona danej w zadaniu nieréwnosci jest rowna <1> =2, a prawa

2-v/5
V5
2° Niech n bedzie taka liczbg naturalna, ze
<2n> et V5
n)” Vin+1 '

2n+2 >22n+1.\/3
n+1)7" VaAn+5

Przeksztatcajac lews strone powyzszej nierownosci i korzystajac z zatozenia induk-
cyjnego otrzymujemy
2n+2\  (2n+2)!  (2n+1)-(2n+2)-(2n)!  [2n) (2n+1)-(2n+2)
<n+1> (D) ()l ( ) (n+1
B (2n> 2:(2n+1) 22715 2-(2n41) 225 (2n4+1)-VAn+5
- n+l = VAn+1 n+l  VAn+b5 2-(n+1)-vAn+1’
co zakonczy dowdd indukceyjny, jezeli wykazemy, ze
(2n+1)-v/4n+5 <1
2-(n+1)-vAn+1~
Przeksztatcanie powyzszej nieréwnosci prowadzi do ciggu nieréwnoéci rownowaznych:
(2n4+1)-VaAn+5>2-(n+1)-Van+1
(2n+1)*-(4n+5)>4-(n+1)*-(4n+1)

(4n+5)- (4n® +4n+1) > (4n+1)- (4n+8n+4)

=2. Zatem dana nier6wnos¢ staje sie rownoscig, czyli jest prawdziwa.

Wykazemy, ze woéwczas

n

n

1613 4+16n% +4n+20n%+20n+5 > 16n°> +32n° 4+ 16n +4n> +8n + 4

161> +36n%+24n+5> 16n>+36n>+24n+4
>

1
5>4,

a zatem dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa.
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Zadanie 345. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nie-

roOwnosé
2n - 22n=1../6
n VaAn+1
Rozwigzanie:

Najpierw przeprowadzimy dowdd indukcyjny nieréwnosci
2n 22n-1.3
< —.
(n) SV (#)

2 2-3
1° Dla n =1 lewa strona nieréwnosci (#) jest réwna <1> =2, a prawa 75 =2. Zatem

nieréwnos¢ (M) staje sie réwnoscia, czyli jest prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczbg naturalna, ze
2n o 22n—1.3
n) > int2’

2 2 22n+1.3
) Pl g (@)
n+1 VTn+9

Przeksztalcajac lewa strone nieréwnosci (©) i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
otrzymujemy
2n+2 (2n+2)!  (2n+1)-(2n+2)-(2n)!  (2n) (2n+1)-(2n+2)
<n+1>_((N+1)!)2_ (n+1)-nl)? _< ) (n+1)*
B <2n>_2-(2n+1) - 2213 2-(2n+1) 23 (2n41)-VTn+9
n n+l  Tn+2 n+l  VTn+9 2-(n+1)-vTn+2’

co zakonczy dowdd indukeyjny nieréwnosci (M), jezeli wykazemy, ze

(2n+1)-v/Tn+9 <1
2-(n+1)-/Tn+2

Przeksztatcanie powyzszej nierownosci prowadzi do ciggu nieréwnosci réwnowaznych:

(2n+1)-vVTn4+9<2-(n+1)-vVTn+2
(2n+1)*-(Tn+9)<4-(n+1)*-(Tn+2)

Wykazemy, ze woéwczas

n

(Tn+9)- (4n® +4n+1) < (Tn+2)- (4n+8n+4)
28n° 4 28n* +7n+36n2 +36n +9 < 28n° +56n* +28n+8n? + 16n+8
28n° +64n? +43n+9 < 28n° 4 64n* 4+ 44n + 8
1<n,

co jest prawda dla kazdej liczby naturalnej n.
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Teraz wykonujac szacowanie prawej strony nieréwnosci (#) udowodnimy nieréwnosé
dang w tresci zadania.

(27’L> B 92n—1, 3 22n—1, 3 92n—1, 3 92n—1, 3. /4/7
X p— < p—t p—t
n) o NIn+2 o J7/4\[an+8/7 \[T/4-VAnF1 Vian+1

22n=1../36/7 2271../36/6 92n-1../G
- An+1 = Vin+1l  JAn+1
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