
Liga Zadaniowa, Edycja III, Seria 5 (waga 2), Rozwiązania

Zadanie 351. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
∞∑
n=1

(2n)!
n2n
.

Rozwiązanie:
Stosując kryterium d’Alemberta otrzymujemy

(2n+2)!
(n+1)2n+2

· n
2n

(2n)!
=
(2n+1) ·(2n+2)(
1+ 1

n

)2n
·(n+1)2

→ 4
e2
=
(2
e

)2
< 1 ,

skąd wynika, że szereg jest zbieżny.

Zadanie 352. Dowieść, że dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n zachodzi nie-
równość

n
√
n< 1+

5
n4/5
.

Rozwiązanie:
Niech an= n

√
n−1. Wówczas

1+an= n
√
n ,

co po obustronnym podniesieniu do potęgi n daje

(1+an)
n=n .

Po zastosowaniu do lewej strony wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy
n∑
k=0

(
n

k

)
akn=n .

Ponieważ wszystkie składniki w sumie po lewej stronie powyższej równości są dodatnie,
suma ta jest większa od składnika odpowiadającego k=5, o ile n­ 5.
W konsekwencji dla n­ 5 mamy (

n

5

)
a5n<n ,

co po przekształceniu daje kolejno
n ·(n−1) ·(n−2) ·(n−3) ·(n−4)

120
·a5n<n

a5n<
120

(n−1) ·(n−2) ·(n−3) ·(n−4)
¬ 120(
n− n5

)
·
(
n− 2n5

)
·
(
n− 3n5

)
·
(
n− 4n5

) =
=

120
4n
5 ·
3n
5 ·
2n
5 ·
n
5

=
55

n4
.

Otrzymaliśmy więc nierówność

a5n<
55

n4
,

która po wyciągnięciu pierwiastka piątego stopnia daje nierówność podaną w treści za-
dania.
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Pozostaje rozpatrzyć przypadek n¬ 4.
W tym przypadku prawa strona danej w zadaniu nierówności szacuje się od dołu

przez 2 w następujący sposób:

1+
5
n4/5
­ 1+ 5

44/5
> 1+

5
45/5
=1+

5
4
> 2 ,

podczas gdy po lewej stronie dla n=1,2,3,4 występują odpowiednio liczby mniejsze od 2:
1√1=1, 2√2< 2, 3√3< 3

√
8=2, 4√4=

√
2< 2 .

Zadanie 353. Niech k będzie liczbą całkowitą dodatnią. Oznaczmy n=3k+1 oraz
q=3k2+3k+1.
Udowodnić, że liczba (n+1)n+1+(−n)n jest podzielna przez q2.
Rozwiązanie:
Oznaczmy N =n+1=3k+2=3(k+1)−1. Wówczas zachodzą następujące równości:

n2=(3k+1)2=9k2+6k+1=9k2+9k+3−3k−2=3q−N
N2=(3k+2)2=9k2+12k+4=9k2+9k+3+3k+1=3q+n

nN =(3k+1) ·(3k+2)=9k2+9k+2=9k2+9k+3−1=3q−1

n3=n ·(3q−N)= 3qn−nN =9kq+3q−(3q−1)= 9kq+1

N3=N ·(3q+n)= 3qN+nN =9(k+1)q−3q+(3q−1)= 9(k+1)q−1 .

Ponadto możemy przeprowadzić następujące rachunki modulo q2:

n3k=
(
n3
)k
=(9kq+1)k=

k∑
i=0

(
k

i

)
(9kq)i≡

1∑
i=0

(
k

i

)
(9kq)i=1+k ·9kq=9k2q+1=

=3 ·3k2 ·q+1=3 ·(q−n) ·q+1≡−3nq+1 (mod q2)

nN =n3k ·n2≡ (−3nq+1) ·(3q−N)≡ (3nN+3) ·q−N =3 ·(nN+1) ·q−N =

=3 ·3q ·q−N ≡−N (mod q2)

(−N)3k=
(
(−N)3

)k
=(−9(k+1)q+1)k=

k∑
i=0

(
k

i

)
(−9(k+1)q)i≡

1∑
i=0

(
k

i

)
(−9(k+1)q)i=

=1−k ·9(k+1)q=−9k(k+1)q+1=

=−3 ·
(
3k2+3k

)
·q+1=−3 ·(q−1) ·q+1≡ 3q+1 (mod q2)

(−N)n ·n=(−N)3k ·(−nN)≡ (3q+1) ·(−3q+1)=−9q2+1≡ 1 (mod q2) .

Korzystając z powyższych kongruencji otrzymujemy

(−N)N ·n=(−N)n ·n ·(−N)≡ 1 ·(−N)=−N (mod q2)
(−N)N ·n≡−N ≡nN =nn ·n (mod q2) .

Ponieważ n oraz q2 są względnie pierwsze, możemy kontynuować przekształcenia dzialąc
kongruencję obustronnie przez n:

(−N)N ≡nn (mod q2)
(−1)N ·NN ≡nn (mod q2)
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NN ≡ (−1)N ·nn (mod q2)

NN ≡−(−1)n ·nn=−(−n)n (mod q2)

NN+(−n)n≡ 0 (mod q2) ,

co stanowi tezę zadania.

Zadanie 354. Wstawić w miejsce kropek znak ”¬” lub ”­”, a następnie udowodnić,
że dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n zachodzi nierówność

22n−1−3n+1 ...... 6 ·
(
2n
n+3

)
.

PRZYPOMNIENIE: Przyjmujemy, że
(
m
k

)
=0, gdy k < 0 lub k >m.

Rozwiązanie:

Niech z=
1
2
+

√
3
2
· i będzie zespolonym pierwiastkiem szóstego stopnia z jedności.

Rozważmy następujące równości wynikające ze wzoru dwumianowego Newtona:

(1+1)2n=
n∑
k=−n

(
2n
n+k

)

z5n+3(1+z)2n= z5n+3
n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
zn+k=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z6n+k+3=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
zk+3

z4n
(
1+z2

)2n
= z4n

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z2n+2k=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z6n+2k=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z2k

z3n+3
(
1+z3

)2n
= z3n+3

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z3n+3k=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z6n+3k+3=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z3k+3

z2n
(
1+z4

)2n
= z2n

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z4n+4k=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z6n+4k=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z4k

zn+3
(
1+z5

)2n
= zn+3

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z5n+5k=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z6n+5k+3=

n∑
k=−n

(
2n
n+k

)
z5k+3 .

Lewe strony powyższych sześciu równości sumują się do

(1+1)2n+z5n+3(1+z)2n+z4n
(
1+z2

)2n
+z3n+3

(
1+z3

)2n
+z2n

(
1+z4

)2n
+zn+3

(
1+z5

)2n
,

co po wykorzystaniu równości

(1+z)2=3z, 1+z2= z, 1+z3=0, 1+z4=−z2,
(
1+z5

)2
=3z5

sprowadza się do

22n+z5n+3 ·(3z)n+z4n ·z2n+z3n+3 ·02n+z2n ·
(
−z2

)2n
+zn+3 ·

(
3z5

)n
=

=22n+z6n+3 ·3n+z6n+0+z6n+z6n+3 ·3n=2 ·
(
22n−1−3n+1

)
,

a to jest podwojoną lewą stroną nierówności danej w treści zadania.
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Wysumowanie prawych stron sześciu równości daje
n∑
k=−n

(
2n
n+k

)(
1+zk+3+z2k+z3k+3+z4k+z5k+3

)
.

Zauważmy, że

1+zk+3+z2k+z3k+3+z4k+z5k+3=1+zk+3+z2k+6+z3k+9+z4k+12+z5k+15=

=1+q+q2+q3+q4+q5 ,

gdzie q= zk+3. Ostatnia suma ma wartość
1−q6

1−q
=
1−1
1−q
=0, gdy q 6=1. Natomiast przy

q=1, co odpowiada k≡ 3 (mod 6), suma ta ma wartość 6.
To oznacza, że suma prawych stron sześciu równości ma wartość

6 ·
n∑

k=−n
k≡3(mod 6)

(
2n
n+k

)
=12 ·

n∑
k=3

k≡3(mod 6)

(
2n
n+k

)
=12 ·

[n−36 ]∑
k=0

(
2n

n+6k+3

)
=2 ·

∞∑
k=0

6
(
2n

n+6k+3

)
,

gdzie w ostatniej sumie występuje tylko skończenie wiele niezerowych składników.

Udowodniliśmy więc, że dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n prawdziwa jest
równość

22n−1−3n+1=
∞∑
k=0

6
(
2n

n+6k+3

)
=6

(
2n
n+3

)
+6

(
2n
n+9

)
+6

(
2n
n+15

)
+ ...

Ponieważ prawa strona danej w zadaniu nierówności jest składnikiem powyższej sumy
odpowiadającym k=0, tym samym udowodniliśmy nierówność

22n−1−3n+1 ­ 6 ·
(
2n
n+3

)
.

Uwaga:
Składnik odpowiadający k=1 jest równy 0 dla n¬ 8 i dlatego w tym przypadku

w udowodnionej nierówności zachodzi równość.

Zadanie 355. Udowodnić, że dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n, iloczyn
wszystkich liczb pierwszych p spełniających nierówności n<p< 4n, jest mniejszy od 66n.
Rozwiązanie:
Niech n będzie liczbą całkowitą dodatnią. Dla dowolnej liczby pierwszej p spełniającej

nierówności n<p¬ 2n, liczba (2n)! jest podzielna przez p, ale liczba n! nie jest podzielna
przez p. Stąd wynika, że liczba

(
2n
n

)
= (2n)!(n!)2 jest podzielna przez p.

Ponadto

22n=
2n∑
k=0

(
2n
k

)
>

(
2n
n

)
,

gdyż suma więcej niż jednego składnika dodatniego jest większa od każdego ze swoich
składników.
Zatem iloczyn wszystkich liczb pierwszych p spełniających nierówności n<p¬ 2n,

jest dzielnikiem liczby
(
2n
n

)
mniejszej od 22n, sam jest więc mniejszy od 22n.
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Analogiczne rozumowanie, w którym liczbę n zastępujemy przez 2n, prowadzi do
wniosku, że iloczyn wszystkich liczb pierwszych p spełniających nierówności 2n<p< 4n,
jest dzielnikiem liczby

(
4n
2n

)
mniejszej od 24n i wobec tego jest mniejszy od 24n.

W konsekwencji iloczyn wszystkich liczb pierwszych p spełniających nierówności
n<p< 4n, jest mniejszy od 22n ·24n=26n=64n< 66n, co należało udowodnić.
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