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Liga Zadaniowa, Edycja III, Seria 5 (waga 2), Rozwigzania

Zadanie 351. Rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu
> (2n)!

D

n=1

n2n

Rozwigzanie:

Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy
2n+2)! n 2n+1)-(2n+2 4 2\ 2
(2n+2) n_(?H-)(rH—)_> :<><1,

(n+1)2+2 (2n)! (1+%)2”-(n+1)2 2

skad wynika, ze szereg jest zbiezny.

e

Zadanie 352. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nie-
rOWNosé 5
Rozwigzanie:
Niech a, = ¢/n—1. Woéwczas
l+a,= % )
co po obustronnym podniesieniu do potegi n daje
(14a,)" =n.
Po zastosowaniu do lewej strony wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy
" (n
5 ( >a§ .
im0 \k
Poniewaz wszystkie sktadniki w sumie po lewej stronie powyzszej rownosci sa dodatnie,

suma ta jest wigksza od sktadnika odpowiadajacego k=5, o ile n > 5.
W konsekwencji dla n > 5 mamy

co po przeksztatceniu daje kolejno
n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-(n—4)

120 ca, <n
> 120 _ 120
a/n = n n n n -
(=) (0=2)- (1= 3) (1)~ (n—2)(n— 2 (n— ) ()
120 5
~7dn 3n 2n . n o4
AR S
Otrzymali$my wiec nieréwnosé
55
5
an<¥,

ktora po wyciagnieciu pierwiastka piatego stopnia daje nierownos¢ podang w tresci za-
dania.
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Pozostaje rozpatrzy¢ przypadek n < 4.
W tym przypadku prawa strona danej w zadaniu nieréwnosci szacuje sie¢ od dotu
przez 2 w nastepujacy sposob:
5 5 5 5
1+ —= e /1+44/5 >1—i—45/5 —1+1>2,
podczas gdy po lewej stronie dla n = 1,2,3,4 wystepuja odpowiednio liczby mniejsze od 2:

Vi=1, V2<2, 3<V8=2, Vi=v2<2.

Zadanie 353. Niech k bedzie liczba catkowita dodatnig. Oznaczmy n=3k+1 oraz

q=3k*+3k+1.

Udowodnié, ze liczba (n+1)"*1 4 (—n)" jest podzielna przez ¢°.

Rozwigzanie:

Oznaczmy N =n+1=3k+2=3(k+1) —1. Wéwczas zachodza nastepujace réwnosci:
n?=Bk+1)>=9k*+6k+1=9%k*+9k+3—-3k—2=3¢— N
N?=(3k+2)*=9k*+ 12k +4 =9k + 9k +3+3k+1=3q+n

nN=(3k+1)-(3k+2) =9k + 9k +2=9k>+9k +3—-1=3¢—1
n*=n-(3¢—N)=3qgn—nN =9kq+3q— (3¢—1)=9%q+1
N?=N-(3q+n)=3¢N+nN=9(k+1)g—3q+(3¢g—1)=9(k+1)g—1.

Ponadto mozemy przeprowadzi¢ nastepujace rachunki modulo ¢*:
1

n3k — (ng)k _ (9kq+ 1)k :zk: (f) (9kq)i EZ (T) (9kq)i: 1+/€-9kq:9k2q—|—1 _

i=0 i=0
=3-3k*-q+1=3-(¢q—n)-q+1=-3ng+1 (mod ¢
n =n3*.n?=(=3n¢g+1)-(3¢—N)=(BaN+3)-q—N=3-(nN+1)-¢q— N =

=3-3¢-¢q— N=—N (mod ¢?)

(—N)g’“:((—N)3)k:(—9(k+1)q+1)’“:§kj(lj)( (k+1)q zi() 9(k+1)q)' =

i=0 1=0
—1—k-9(k+1)g=—9k(k+1)g+1=

—3- (3% +3k) -q+1=-3-(¢—1)-g+1=3¢+1 (mod ¢°)
(=N)"n=(=N)*.(—nN)=(3¢+1)-(—3¢+1)=—-9¢*+1=1 (mod ¢*).

Korzystajac z powyzszych kongruencji otrzymujemy
(-N)Y-n=(-=N)"-n-(=N)=1-(—N)=—N (mod ¢*)
(-N)Y -n=—-N=n"=n"-n (mod ¢?).
Poniewaz n oraz ¢* sa wzglednie pierwsze, mozemy kontynuowaé przeksztalcenia dzialac
kongruencje obustronnie przez n:
(=N)¥=n" (mod ¢*)
(=D - NN =n" (mod ¢?)
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NN = (_1)N.nn (mod q2>
—(=n)" (mod ¢)
NY 4+ (=n)"=0 (mod ¢*),

=
=z
Il
|
|
Naw
3
S
3
|

co stanowi teze zadania.

Zadanie 354. Wstawi¢ w miejsce kropek znak ”<” lub ”>", a nastepnie udowodnic,
ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

2
92n—1_gn 1 6-( " )
n—+3

PRZYPOMNIENIE: Przyjmujemy, ze () =0, gdy k <0 lub k >m.
Rozwigzanie:

. 1 3 . . L . , L , .
Niech z = —+ — -7 bedzie zespolonym pierwiastkiem szostego stopnia z jedno$ci.
Rozwazmy nastepujace réwnosci wynikajace ze wzoru dwumianowego Newtona:

(=Y <n2+nk;>

k=—n

2n n 2n n 2n
5n+3 1 5n+3 2 : n+k — 2 : 6n+k+3 — 2 : k+3
: 1+2)™ n+k ‘ v \n+k : n+k :

k=—n k=—n

" 2n
4n 4n 2n+2k __ 6n+2k __ 2k
1
(e () 8 () 2 (2)-
2n 2n 2n 2n
3n+3 1 3 3n+3 3n+3k 6n+3k+3 3k+3
: ( e ) k2n<n+k> k=— n( k) k=— n<n+k>z
2n 2n
2n 2n 4n+4k 6n+4k 4k
1
(e e 2 (L) 2 () 2 (1)
n+3 (1 I 25)2” _ n+3 i 2n L5k _ i 2n LOn+5k+3 _ i 2n 5k+3
k=—n n+k ke—n n+k n+k '

k=—n
Lewe strony powyzszych szesciu rownosci sumuja sie do
(14 1)2"4 2573 (1 4 )24 240 (1 +22>2"+ 343 (1+Z3)2”+ ,2n (1—|—z4)2n+z”+3 (1 —|—z5>2n,
co po wykorzystaniu rownosci
(142)2=3z, 1+2%=2 1+2°=0, 1+2'=-2% (1+z5)2 =3z°
sprowadza si¢ do
221 S (32)" 4 2 2 4 PR 02 4 2 (—22) o 4213, (325) =
= 27 SBERLgn O ( 2O OB = (220 -3 4 1)

a to jest podwojong lewa strong nieréwnosci danej w tresci zadania.
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Wysumowanie prawych stron szedciu réwnosci daje

n 2
Z (n fk> (1+Zk+3+22k+z3k+3+z4k+z5k+3) '
k=—n

Zauwazmy, ze
1 o438 g o2k 4 343y 4k | SKH3 _q 4 k3 2kH6 | 3K40 | dk+12 | SkHls
=1+q++¢+¢" +¢°,

1-¢® 1-1

- 0, gdy ¢ # 1. Natomiast przy
l—q 1—¢q
q=1, co odpowiada k=3 (mod 6), suma ta ma warto$¢ 6.

To oznacza, ze suma prawych stron szesciu réwnosci ma wartosé

n—3
n 2n n 2n [T] 2n e 2n
6- =12. =12. =2.376
> ()= () =12 (brs) =220 i)

k=—n k=0
k=3(mod 6) k=3(mod 6)

gdzie g = z*3. Ostatnia suma ma wartoéé

gdzie w ostatniej sumie wystepuje tylko skonczenie wiele niezerowych sktadnikéw.

Udowodniliémy wiec, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n prawdziwa jest
rOwWnos¢

s 2n 2n 2n 2n
22n=1_3n11-\"6 =6 6 6
+ kzz:o <n+6k+3> <n+3>+ <n+9>+ <n+15>+

Poniewaz prawa strona danej w zadaniu nieréwnosci jest sktadnikiem powyzszej sumy
odpowiadajacym k=0, tym samym udowodniliSmy nieréwnos¢

2
92n—1_gn 1 > 6-( " >
n+3

Uwaga:
Sktadnik odpowiadajacy k=1 jest réwny 0 dla n<8 i dlatego w tym przypadku
w udowodnionej nierownosci zachodzi réwnosc.

Zadanie 355. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, iloczyn
wszystkich liczb pierwszych p spetniajacych nierownosci n < p < 4n, jest mniejszy od 66™.

Rozwigzanie:

Niech n bedzie liczba catkowitg dodatnia. Dla dowolnej liczby pierwszej p spetniajacej

nieréwnosci n < p < 2n, liczba (2n)! jest podzielna przez p, ale liczba n! nie jest podzielna
2n> _ (2n)!

n)  (n!)?

n (on 2n
»=2(1)- (),
P k n

gdyz suma wiecej niz jednego sktadnika dodatniego jest wicksza od kazdego ze swoich
sktadnikow.

Zatem iloczyn wszystkich liczb pierwszych p spetliajacych nieréwnosci n <p < 2n,
jest dzielnikiem liczby (2:) mniejszej od 227, sam jest wiec mniejszy od 22",

przez p. Stad wynika, ze liczba ( jest podzielna przez p.

Ponadto
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Analogiczne rozumowanie, w ktérym liczbe n zastepujemy przez 2n, prowadzi do
wniosku, ze iloczyn wszystkich liczb pierwszych p spetniajacych nieréwnosci 2n < p < 4n,
jest dzielnikiem liczby (;Z) mniejszej od 24" i wobec tego jest mniejszy od 24",

W konsekwencji iloczyn wszystkich liczb pierwszych p speliajacych nieréwnosci
n < p<4n, jest mniejszy od 227247 = 26" = 64" < 66", co nalezato udowodnié.
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