KAPITAL LUDZKI g[%[@ UnIWZI’SthF UNIA EUSUORT)EPJESJIS(Q
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI W ) Wroctawski FUNDUSZ SPOLECZNY

Liga Zadaniowa, Edycja III, Seria 6 (waga 3), Rozwigzania

Zadanie 361. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne £ > 1, dla ktérych réwnanie
(™) ="
ma co najmniej jedno rozwigzanie w liczbach naturalnych m, n wiekszych od 1.
Rozwigzanie:
Zapiszmy dane rownanie jako

mmE=n".

Jezeli dwie potegi sa rowne, to podstawy tych poteg sa potegami tej samej liczby. Mozemy
wigc przyja¢ m=a” oraz n=a?. Poniewaz m <n, mamy takze x <y, a przy tym a > 1.
Rozwazane réwnanie przyjmuje postaé

amka“’ — ayay

co po zlogarytmowaniu przy podstawie a prowadzi do
rka® =ya? ,

czyli
kx=ya’".

Dla k=2 powyzsze réwnanie przyjmuje postac
2 =ya’" ",

jednak z uwagi na nieréwnosci x <y oraz 2 < a?”" mamy
2 <ya’ ",

co pokazuje, ze dla k=2 dane w zadaniu réwnanie nie ma rozwigzan.
Natomiast w przypadku, gdy k > 2, otrzymujemy rozwigzanie przyjmujac r =a=k—1
oraz y=k.

Zadanie 362. Funkcje f,:R — R sg okre$lone nastepujacymi wzorami:

25x /4922 +37
filz)=— 51 + 51 : for1(z)=fi(fo(x)) dla n=1,2,3,...
Dowiesé, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

< .
faona(7) <z + 21

Rozwigzanie:
Wykres funkcji f; jest krzywa o rownaniu

251 N V4922 +37

24 24 ’

y=—
czyli
24y + 252 = /4922 + 37 .
7 powyzszego réwania wynika
24y + 245 = /4922 + 37 — 1 > V4922 4 37 — |2| = V4922 + 37— Va2 > 0,
a z podobnego réwnania

24y + 252 = —/4972 + 37
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dochodzimy do

24y + 241 = —/492% + 37T — 2 < —V/A922 + 37+ |z| = —V/4922 + 37T+ V22 < 0.

Zatem rownanie wykresu funkcji f; mozna podnie$¢ do kwadratu uzupelniajgc je nie-
rownoscia x +y > 0. Otrzymujemy kolejno

576y% +1200xy 4+ 62522 = 4922 437, x+y>0
576y% + 1200y + 57622 =37,  x4+y>0

Z uwagi na symetrie wystepowania x oraz y w powyzszym warunku, wykres funkcji f;
jest symetryczny wzgledem prostej o réwnaniu x =1y, co oznacza, ze funkcja f; jest
funkcja odwrotng do samej siebie. Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej = zachodzi
réwno$é fo(x)=x, a w konsekwencji takze fo,(z) =2 dla dowolnej liczby caltkowitej
dodatniej n. W szczegdlnosci fap12(z) =z, skad od razu wynika teza zadania.

Zadanie 363. Ciagirosnace (a,),—, (bn)o— 1, (¢n)oey, (dn), 0 wyrazach catkowitych

dodatnich spetniaja nastepujace warunki:
(i) kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje w doktadnie jednym z ciagéw (ay), (by),
(ii) kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje w doktadnie jednym z ciagéw (c,), (d,),
(iii) dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwnosé b, = a,, +n,
(iv) dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi réwnos¢ d,, = ¢, +4n.

Dowiesé¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nierownosé 2b,, < d,,.

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze podane warunki jednoznacznie wyznaczaja cztery ciggi wy-

stepujace w zadaniu.

W dalszej czedci rozwigzania skorzystamy z nastepujacego lematu:
Lemat: Niech «, $ beda dodatnimi liczbami niewymiernymi spetniajacymi warunek
1 1 ]

Woéwezas ciagi (ey,),-, oraz (f,),—, okreslone wzorami

en=la-n],  fu=[3-n],

gdzie [x] oznacza czes$é catkowita liczby z, sa rosnacymi ciagami o wyrazach catkowitych
dodatnich, a kazda liczba catkowita dodatnia wystepuje w doktadnie jednym z tych
ciggow.

Dowadd lematu:

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k wyznaczmy taczng liczbe wyrazow ciggow
(en), (fn) mniejszych od k.

Warunek e, <k jest réwnowazny warunkowi [a-n| <k, a to jest rownowazne nierdw-
nosci a-n < k, czyli

k
n<<—
o
lub réwnowaznie
n < [k] .
a
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Zatem w ciagu (e,) wystepuje [ﬂ wyrazow mniejszych od k i podobnie w ciagu (f,)

wystepuje [lg} wyrazéw mniejszych od k.
Zatem dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k, w obu ciagach wystepuje

I

wyrazéw mniejszych od k. Poniewaz wystepuje w nich & wyrazéow mniejszych od k+1,
doktadnie jeden wyraz jest rowny k, co konczy dowod lematu.

Z lematu oraz wtasnosci czterech ciagéw danych w tresci zadania wynika, ze ciagi te

sg okreslone wzorami
l 1+v5 ]
ay, = n

2

b [3“/5%1

ta=[(~1+V5) n]
d=[(34+V5)n],

1 5

gdzie liczby + oraz (—1 + \/3) sg dodatnimi rozwigzaniami réwnan odpowiednio
1 1
IR ———
r x+1

oraz
L
v x+4d

Stad wynika teza zadania, gdyz dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n mamy

- [5].

Zadanie 364. Rozstrzygnac, czy dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz

dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich zy, x5, x3, ..., x,, zachodzi nieréwnosé
n T; n
> >
i—1 21.731'_1 + 20xi+2 41

gdzie numeracja x’6w jest rozszerzona cyklicznie: zg=1x,, T,11 =21, Tpio=Ts.
Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze podana nier6wnos¢ nie zawsze jest prawdziwa. W tym celu przed-

stawimy konstrukcje kontrprzyktadu dla n=7.
Przyjmijmy
ry=ry=a5=1, Tp=zs=q, T1=x7=¢,
gdzie q jest malg liczba dodatnia, ktora zostanie blizej sprecyzowana w dalszej czesci

rozwigzania.
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Suma po lewej stronie danej nieréwnosci ma woéwczas wartosé

2 1 1 1 2
S() =ty L + + L 4T
21¢2+20 ' 21g2+20 ' 21g+20 ' 21+20g ' 21+20¢2 ' 21+20¢% ' 21q+20qg

co przy q dazacym do 0 dazy do

11 1 1 2 3 4 3 4 7
0+0+—+—+—-+0+0=—

20 21 21 20721 60 a2 Al 4l Al
Zatem dla odpowiednio matej liczby dodatniej ¢ zachodzi nieréwnosé
7
S(q) < —
(@) <47

skad otrzymujemy zapowiedziany wcze$niej kontrprzyktad.

Uwagi:
Powyzszy kontrprzyktad, z pomini¢ciem z7, dziata juz dla n =6, gdyz réwniez wtedy
suma po prawej stronie nieréwnosci dazy do
1 2 6

2021 "4
przy q dazacym do 0.

Analogiczna konstrukcja dla wiekszych n, gdzie zaczynajac od trzech centralnie po-
tozonych jedynek, w obie strony tworzymy postepy geometryczne o ilorazie ¢, pokazuje,
ze suma po lewej stronie nierownosci moze dowolnie zbliza¢ sie do % + %, niezaleznie od
wielkosci n. Oznacza to, ze wystepujaca po prawej stronie nieréwnoséci liczba n/41, dla

duzych n nie jest nawet rzedem wielkosci zblizona do optymalnego oszacowania.

Zadanie 365. Rozstrzygnac¢, czy dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz
dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich 1, xs, x3, ..., x,, zachodzi nier6wnos¢

n T; n
> >
i—1 21$i+1 + 20$i+2 41
gdzie numeracja x’6w jest rozszerzona cyklicznie: x,,1 =21, Tpio= 2.
Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze podana nier6wnos¢ nie zawsze jest prawdziwa. Ponizej przedstawimy
konstrukcje kontrprzyktadu.

W celu uproszczenia notacji zalézmy, ze n jest podzielne przez 4 i niech n =4m. Dla
odpowiednio dobranych liczby rzeczywistych dodatnich ¢ > 1 oraz ¢ <1, ktérych wyboér
zostanie sprecyzowany pozniej, przyjmijmy

To; = g% ' dla 1<i1<m
Toi_] = c-qul dla 1<i<m
Tomai = @2 dla 1<i<2m.

Przyktadowo, przy n =24 tak okreslony ciag (x1, 2, x3, ..., 24) wyglada nastepujaco:
(ca. ¢ cd q" e’ ¢ ed, ¢, e, 4% eq™ 2, 4 0 ¢ 6 0 B gt 6 a1
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Sktadniki sumy wystepujacej po lewej stronie nieréwnosci danej w treéci zadania sa
rowne:

1
m dla 2<i<2m—2, ¢ parzyste, oraz dla i=4m
21q+c20m2 dla 1<i<2m—3, ¢ nieparzyste
— % dla i=2m-1
21g+20
¢
———  dla 2m<i<4m -2
21g+20
4 dla i=4m-—1,
21+420cq
a zatem sama suma ma wartos$é
2
c c q q
4 (m—1)- 2m—1)- =
M 202 T Y S 20e T aigr20 T2 51,20 T 217 200
1 N c c n c +
=m- m - J—
21cq+20g? 21g+20cq?  21g+20cq?  21g+20
2 2
q q q
2m - — =A B
O T 120 219120 214200 M TED
gdzie
1 c 24>
A=
21cq+20q¢? * 21+ 20cq? * 21¢+20
oraz

c c ¢’ q

21+ 20cq? * 21g+20 21g+20 BT +20cq

nie zalezg od m.
I[stnienie kotrprzyktadu dla nieréwnosci podanej w tresci zadania bedzie udowodnione,
jezeli wykazemy istnienie takich m, ¢, ¢, ze
4m
A B<—.
mrESg
Powyzsza nier6wnos$¢ bedzie spetniona dla odpowiednio duzych m, jezeli dobierzemy
takie ¢, ¢, ze A< ﬁ.
Z kolei przy ustalonym ¢ i przy ¢ dazacym do 0 otrzymujemy
1 2¢° 1 2¢°
lim A= lim + ¢ + q = + q ,
c—0+ -0+ \ 21eq+20g?  21g+20cq®  21g+20 20¢>  21q¢+20
a zatem wystarczy wybraé¢ ¢ spelniajace nier6wnosé
1 2¢° 4
- <,
20¢%>  21q+20 41

czyli réwnowaznie
41-(21q+20)+41-20¢%-2¢* < 4-(21¢+20) - 20¢*
861¢+ 820+ 1640¢" < 1680¢> + 16004¢>
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oraz przyjac, ze c jest odpowiednio malg liczba rzeczywista dodatnig.
Niech ¢=1,1. Wowczas ostatnia nieréwnos¢ przyjmuje kolejno postac

861-1,1+820+1640-1,4641 < 1680-1,33141600-1,21
947,14+ 820+ 2401,124 < 2236,08 + 1936
4168,224 < 4172,08 ,
jest wiec prawdziwa.
Konstrukcja kotrprzyktadu zostata zakonczona.

Uwaga: Obliczenia numeryczne pokazuja, ze dla ¢=1,1 liczba ¢=0,025 jest zbyt
duza, ale mozna wybra¢ np. ¢=0,024 oraz m = 10517 lub ¢=0,00004 oraz m = 270.
Mozna tez przyjac¢ ¢q=1,102, ¢=0,00002 oraz m = 269.
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