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Zadanie 411. Obliczy¢ granice

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru
x”—lz(m—l)(m”_l—I—x”_2+x”_3+...+x2+m—|—1)
otrzymujemy
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Zadanie 412. Obliczy¢ granice

lim (\4/n4+n3—n) )

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru
a*—b*
b=
(a+b)(a?+b?)
dla
a=vnt+n3, b=n
otrzymujemy

lim (\4/n4+n3—n): lim nt4n’ —nt =
n—00 n—00 (W—I—n) (\/m+n2)
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— lim " — I 1 -
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Zadanie 413. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x > 1 zachodzi nieréwnosé
PRZYPOMNIENIE: Potegowanie wykonujemy od géry: a* = a®).

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy lewa strone danej w zadaniu nieréwnosci:

T ngc z ¥ z4z%
xT xrT-x x
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Natomiast prawa strona jest réwna

x
x-T . z-z¥ x1+m<zx

Zatem dana w zadaniu nierownos¢ przyjmuje postac
z+a® 14z-2%
x < ¥ ’

co po dwukrotnym zlogarytmowaniu przy podstawie x > 1 prowadzi kolejno do réwno-

waznych nieréwnosci
r+rt<l4zx-2°

O<l—z+4x-2*—2"
O0<(x—1)(z"—1).

Powyzsza nier6wnosc¢ jest oczywiscie prawdziwa dla kazdego x > 1, co konczy rozwigzanie
zadania.

Zadanie 414. Obliczy¢ sume szeregu

ad 1
nz::z n3+n2—2n"
Rozwigzanie:
Rozktadamy wyraz ogdlny szeregu na utamki proste
1 1 A B C

ndtni—2n (n—1)n(n+2) n-—1 +E+n+2
l=An(n+2)+B(n—1)(n+2)+Cn(n—1),

co po podstawieniu za n wartosci 1, 0, —2 prowadzi odpowiednio do

1
1=3A A==
) 37
1=-28, :—},
2
1
1=6C, C=-.
’ 6
Otrzymujemy wiec rozktad
1 1/3 1/2+ 1/6

ndi4+n?2—-2n n—-1 n n+2°
To pozwala wyprowadzi¢ wzor na sumy czeSciowe szeregu danego w tresci zadania

(dla duzych N):

o 1
£n3+n2—2n:
C(1/3 172 1/6 1/3 1/2 1/6 1/3 1/2 1/6
—(1 2+4>+<2 35 )T s T T )T
1/3 1/2 1/6 1/3 1/2 1/6 /3 1/2 1/6
+<4 5+7>+<5 6 s )\6 7o)
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(A2 Y6 (3 2 16N (13 12 16
\N-6 N-5 " N-3) " \N-5 N-4 N-2) \N-4 N-3 N-1

1/3 1/2 +1/6>+<1/3_ 1/2+1/6)+<1/3 —1/2+ 1/6)2

_|_

N-3 N- N N-2 N-1 N+1 N-1 N N+2

(¥
(7 () () () () o)

Y3 1/6 1/6 1/3 1/6 1/6 7 1/3 1/6 16

1 2 3 N N+1 N+2 36 N N+1 N+2’
co dazy do 7/36 przy N — oc.

Zadanie 415. Poda¢ przyktad takiego szeregu rozbieznego Y a,, ze szereg > na,
n=1 n=1
jest zbiezny.
Rozwigzanie:
Zadanie zostalo btednie sformutowane, gdyz przyktad o zadanych wtasnosciach nie
istnieje. Tym niemniej zadanie mozna byto rozwigza¢ wykazujac nieistnienie przyktadu.

W tym celu nalezalo skorzystac z kryterium Abela (zob. np. K. Kuratowski, Rachunek
rézniczkowy i catkowy):

Jezeli ciag (c,) jest nierosnacy i dazy do 0, a szereg Z b, jest ograniczony (tzn.

ma ograniczony cigg sum czesciowych - do tego wystarczy zbleznosc szeregu), to szereg

Z cnby jest zbiezny.
n=1

Przyjmujac b,, = na, oraz ¢, = 1/n otrzymujemy a,, = ¢,b,, i na mocy kryterium Abela

(e.@)
zbieznos$é szeregu Y. na, implikuje zbieznos$¢ szeregu Y. a,,.

n=1 n=1
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