
Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 1, Rozwiązania

Zadanie 411. Obliczyć granicę

lim
x→1

x73−1
x37−1

.

Rozwiązanie:
Korzystając ze wzoru

xn−1= (x−1)
(
xn−1+xn−2+xn−3+ ...+x2+x+1

)
otrzymujemy

lim
x→1

x73−1
x37−1

= lim
x→1

(x−1)(x72+x71+x70+ ...+x2+x+1)
(x−1)(x36+x35+x34+ ...+x2+x+1)

=

= lim
x→1

x72+x71+x70+ ...+x2+x+1
x36+x35+x34+ ...+x2+x+1

=
172+171+170+ ...+12+1+1
136+135+134+ ...+12+1+1

=
73
37
.

Zadanie 412. Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
4√
n4+n3−n

)
.

Rozwiązanie:
Korzystając ze wzoru

a−b= a4−b4

(a+b)(a2+b2)

dla
a= 4
√
n4+n3, b=n

otrzymujemy

lim
n→∞

(
4√
n4+n3−n

)
= lim
n→∞

n4+n3−n4(
4√n4+n3+n

)(√
n4+n3+n2

) =
= lim
n→∞

n3(
4√n4+n3+n

)(√
n4+n3+n2

) = lim
n→∞

1(
4
√
1+ 1

n
+1

)(√
1+ 1

n
+1

) =
=

1(
4√1+0+1

)(√
1+0+1

) = 1
4
.

Zadanie 413. Dowieść, że dla dowolnej liczby rzeczywistej x> 1 zachodzi nierówność(
xx
x
)xxx
< (xx)(x

x)x
x

.

PRZYPOMNIENIE: Potęgowanie wykonujemy od góry: abc = a(bc).
Rozwiązanie:
Przekształcamy lewą stronę danej w zadaniu nierówności:(

xx
x
)xxx
=xx

x·xxx =xx
x+xx

.
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Natomiast prawa strona jest równa

(xx)(x
x)x
x

=(xx)x
x·xx

=xx·x
x·xx

=xx
1+x·xx

.

Zatem dana w zadaniu nierówność przyjmuje postać

xx
x+xx

<xx
1+x·xx

,

co po dwukrotnym zlogarytmowaniu przy podstawie x> 1 prowadzi kolejno do równo-
ważnych nierówności

x+xx< 1+x ·xx

0< 1−x+x ·xx−xx

0< (x−1)(xx−1) .

Powyższa nierówność jest oczywiście prawdziwa dla każdego x> 1, co kończy rozwiązanie
zadania.

Zadanie 414. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=2

1
n3+n2−2n

.

Rozwiązanie:
Rozkładamy wyraz ogólny szeregu na ułamki proste

1
n3+n2−2n

=
1

(n−1)n(n+2)
=
A

n−1
+
B

n
+
C

n+2
1=An(n+2)+B(n−1)(n+2)+Cn(n−1) ,

co po podstawieniu za n wartości 1, 0, −2 prowadzi odpowiednio do

1=3A, A=
1
3
,

1=−2B, B=−1
2
,

1=6C, C =
1
6
.

Otrzymujemy więc rozkład
1

n3+n2−2n
=
1/3
n−1

− 1/2
n
+
1/6
n+2

.

To pozwala wyprowadzić wzór na sumy częściowe szeregu danego w treści zadania
(dla dużych N):

N∑
n=2

1
n3+n2−2n

=

=
(
1/3
1
− 1/2
2
+
1/6
4

)
+
(
1/3
2
− 1/2
3
+
1/6
5

)
+
(
1/3
3
− 1/2
4
+
1/6
6

)
+

+
(
1/3
4
− 1/2
5
+
1/6
7

)
+
(
1/3
5
− 1/2
6
+
1/6
8

)
+
(
1/3
6
− 1/2
7
+
1/6
9

)
+ ...
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...+
(
1/3
N−6

− 1/2
N−5

+
1/6
N−3

)
+
(
1/3
N−5

− 1/2
N−4

+
1/6
N−2

)
+
(
1/3
N−4

− 1/2
N−3

+
1/6
N−1

)
+

+
(
1/3
N−3

− 1/2
N−2

+
1/6
N

)
+
(
1/3
N−2

− 1/2
N−1

+
1/6
N+1

)
+
(
1/3
N−1

− 1/2
N
+
1/6
N+2

)
=

=
(
1/3
1
− 1/2
2

)
+
(
1/3
2
− 1/2
3

)
+
(
1/3
3

)
+
(
1/6
N

)
+
(
1/6
N+1

)
+
(
−1/2
N
+
1/6
N+2

)
=

=
1/3
1
− 1/6
2
− 1/6
3
− 1/3
N
+
1/6
N+1

+
1/6
N+2

=
7
36
− 1/3
N
+
1/6
N+1

+
1/6
N+2

,

co dąży do 7/36 przy N→∞.

Zadanie 415. Podać przykład takiego szeregu rozbieżnego
∞∑
n=1
an, że szereg

∞∑
n=1
nan

jest zbieżny.
Rozwiązanie:
Zadanie zostało błędnie sformułowane, gdyż przykład o żądanych własnościach nie

istnieje. Tym niemniej zadanie można było rozwiązać wykazując nieistnienie przykładu.

W tym celu należało skorzystać z kryterium Abela (zob. np. K. Kuratowski, Rachunek
różniczkowy i całkowy):

Jeżeli ciąg (cn) jest nierosnący i dąży do 0, a szereg
∞∑
n=1
bn jest ograniczony (tzn.

ma ograniczony ciąg sum częściowych - do tego wystarczy zbieżność szeregu), to szereg
∞∑
n=1
cnbn jest zbieżny.

Przyjmując bn=nan oraz cn=1/n otrzymujemy an= cnbn i na mocy kryterium Abela

zbieżność szeregu
∞∑
n=1
nan implikuje zbieżność szeregu

∞∑
n=1
an.
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