
Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 2, Rozwiązania

Zadanie 421. Funkcja f :R→R jest określona wzorem

f(x)= 6
√
x6+6 .

Udowodnić, że dla dowolnych różnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierówność

|f(x)−f(y)|< |x−y| .
Rozwiązanie:
Oznaczmy a= 6

√
x6+6 oraz b= 6

√
y6+6 i zauważmy, że

a= 6
√
x6+6> 6

√
x6+0= |x|

i podobnie |y|<b.
W celu udowodnienia danej w zadaniu nierówności wykonujemy następujący ciąg

przekształceń i szacowań

|f(x)−f(y)|=
∣∣∣∣ 6√x6+6− 6√y6+6∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣ x6+6−(y6+6)
a5+a4b+a3b2+a2b3+ab4+b5

∣∣∣∣∣=
=

|x6−y6|
a5+a4b+a3b2+a2b3+ab4+b5

=
|x−y| · |x5+x4y+x3y2+x2y3+xy4+y5|
a5+a4b+a3b2+a2b3+ab4+b5

¬

¬ |x−y| ·(|x|
5+ |x|4 · |y|+ |x|3 · |y|2+ |x|2 · |y|3+ |x| · |y|4+ |y|5)
a5+a4b+a3b2+a2b3+ab4+b5

<

<
|x−y| ·(a5+a4b+a3b2+a2b3+ab4+b5)
a5+a4b+a3b2+a2b3+ab4+b5

= |x−y| .

Zadanie 422. Podać przykład takiego szeregu zbieżnego
∞∑
n=1
an o wyrazach dodatnich,

że ∞∑
n=1

an=1 oraz
∞∑
n=1

nan=2012 .

Rozwiązanie:
Rozważmy szereg geometryczny o ilorazie q ∈ (0, 1) i pierwszym wyrazie q. Wówczas

szereg ten jest zbieżny, a jego suma jest równa

S=
∞∑
n=1

qn=
q

1−q
.

Ponadto z kryterium d’Alemberta wynika zbieżność szeregu
∞∑
n=1
nqn i niech T będzie jego

sumą. Wtedy

T =
∞∑
n=1

nqn=
∞∑
n=1

qn+
∞∑
n=1

(n−1)qn=
∞∑
n=1

qn+
∞∑
n=0

nqn+1=
∞∑
n=1

qn+q ·
∞∑
n=1

nqn=
q

1−q
+qT ,

skąd
T =

q

(1−q)2
.
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Iloraz
T

S
=
1
1−q

przyjmuje wartość 2012 dla q=
2011
2012
. Wówczas

S=
2011/2012
1− 20112012

=
2011/2012
1/2012

=2011 .

Dla uzyskania przykładu o żądanych własnościach wystarczy więc przyjąć

an=
(2011/2012)n

2011
=
2011n−1

2012n
.

Zadanie 423. Obliczyć wartość granicy

lim
n→∞

(n+3)3n

(n+1)n ·(n+2)2n
albo wykazać, że granica nie istnieje.
Rozwiązanie:
Przekształcając daną w zadaniu granicę i korzystając ze wzoru

lim
n→∞

(
1+
a

n

)n
= ea

otrzymujemy

lim
n→∞

(n+3)3n

(n+1)n ·(n+2)2n
= lim
n→∞

((
1+ 3

n

)n)3
(
1+ 1

n

)n
·
((
1+ 2

n

)n)2 = (e3)3e ·(e2)2
=
e9

e ·e4
= e4 .

Odpowiedź: Granica istnieje i jest równa e4.

Zadanie 424. Dowieść, że dla dowolnej liczby naturalnej n> 1 zachodzi nierówność

n

√√√√(n2
n

)
<

nn

(n−1)n−1
.

Rozwiązanie:
Korzystając z rozwinięcia potęgi dwumianu otrzymujemy

nn
2
=((n−1)+1)n

2
=
n2∑
k=0

(
n2

k

)
(n−1)n2−k>

(
n2

n

)
(n−1)n2−n ,

gdzie ostatnia nierówność wynika z tego, że suma składników dodatnich (w liczbie więk-
szej niż jeden składnik) jest większa od każdego z tych składników— powyżej wybraliśmy
składnik odpowiadający k=n.
Stąd

nn
2

(n−1)n2−n
=
(

nn

(n−1)n−1

)n
>

(
n2

n

)
,

co po spierwiastkowaniu stopnia n daje nierówność z treści zadania.
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Zadanie 425. Wyznaczyć kres dolny zbioru wszystkich liczb postaci
p3+2q3+3r3

pqr
,

gdzie p, q, r przebiegają liczby całkowite dodatnie.
Rozwiązanie:
Przekształcenie danego w zadaniu wyrażenia prowadzi do osazacowania

p3+2q3+3r3

pqr
=3 3
√
6 · (p

3+2q3+3r3)/3
3√6p3q3r3

­ 3 3
√
6 ,

gdzie nierówność wynika z nierówności między średnią arytmetyczną i geometryczną dla
liczb p3, 2q3 oraz 3r3.
Aby wykazać, że liczba 3 3

√
6 jest kresem dolnym danego zbioru, wystarczy wskazać

ciąg liczb z tego zbioru zbieżny do 3 3
√
6.

W tym celu przyjmijmy
pn=10n ,

qn=
[
10n
3√2

]
oraz

rn=
[
10n
3√3

]
.

Wówczas qn/pn oraz rn/pn są przybliżeniami dziesiętnymi odpowiednio liczb 1/
3√2

oraz 1/ 3
√
3 z dokładnością do n cyfr po przecinku (zaokrąglonymi w dół).

W szczególności wynika stąd, że 2q3n/p
3
n→ 1 oraz 3r3n/p3n→ 1 przy n→∞.

Zatem
p3n+2q

3
n+3r

3
n

pnqnrn
=
1+2q3n/p

3
n+3r

3
n/p
3
n

(qn/pn) ·(rn/pn)
→ 3 3
√
6

przy n→∞.

Odpowiedź: Kres dolny podanego zbioru jest równy 3 3
√
6.
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