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Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 2, Rozwigzania

Zadanie 421. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem
f(x)= Va®+6.
Udowodni¢, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnos¢
[f (@)= fw)l <lz—yl.
Rozwigzanie:
Oznaczmy a = /2646 oraz b= Jy5 46 i zauwazmy, ze
a=Vr546> Va2t +0=|z]

i podobnie |y| <b.
W celu udowodnienia danej w zadaniu nieréwnosci wykonujemy nastepujacy ciag
przeksztatcen i szacowan
25+6—(y°+6)
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a’+a*b+a3b? 4 a?b3 +ab* + b° a’+a*b+a3b? 4 a?b3 +ab* + b°
e =yl (2Pt [yl 1l |y1* + - Jy P+ |2 Jy [+ [yl°) _

h a® + a*b+ a3b? + a2b3 + abt + b

|z —y|- (a® +a’b+a®b? + a?b® + ab* + b°)
a®+a*b+a3b? + a2b3 +ab* + b°

X

=|r—yl.

Zadanie 422. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego 3 a,, o wyrazach dodatnich,
n=1
ze - -
Zan =1 oraz Znan =2012.
n=1 n=1
Rozwigzanie:
Rozwazmy szereg geometryczny o ilorazie ¢ € (0, 1) i pierwszym wyrazie q. Wéwczas
szereg ten jest zbiezny, a jego suma jest réwna

> q
S=N"¢"=——.
nz::lq l—q

Ponadto z kryterium d’Alemberta wynika zbiezno$¢ szeregu Y. ng™ i niech T bedzie jego
n=1

suma. Wtedy
T=3ng"=3 ¢"+> (n=1)¢"=3q"+> ng"" =3 ¢"+q- 3 ng"= 1qq+qT,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=0 n=1 n=1

skad
4q

(1—q)*

-1- Liga Zadaniowa, Edycja 1V, Seria 2, Rozwigzania

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




KAPITAL LUDZKI g[%[@ UnIWZI’SthF UNIA EUSUORT)EPJESJIS(Q
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI W ) Wroctawski FUNDUSZ SPOLECZNY

T 1 2011
[loraz 3= Tq przyjmuje wartos¢ 2012 dla ¢ = 2012 Wowczas
2011/2012  2011/2012
S= /2011 = / =2011.
— %012 1/2012

Dla uzyskania przyktadu o zadanych wlasnosciach wystarczy wiec przyjac
(2011/2012)" 2011

Qn
2011 2012"

Zadanie 423. Obliczy¢ wartosé¢ granicy
fim (n+3)%"
n—=o (n+41)"- (n+2)2"
albo wykazac, ze granica nie istnieje.
Rozwigzanie:
Przeksztatcajac dang w zadaniu granice i korzystajac ze wzoru

lim <1+ a) — ¢t
n—oo n

otrzymujemy

lim — S ((1+2)) GO
n=os (n+1)"- (n+2) "Hw<1+%)n.((1+%)n)2 e-(e2)”  e-et

Odpowiedz: Granica istnieje i jest réwna e*.

Zadanie 424. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé

W (1P _ n"
n (n—1)n-1"
Rozwigzanie:

Korzystajac z rozwiniecia potegi dwumianu otrzymujemy

n

o = (=041 =3 (D) e ()1

n
k=0

gdzie ostatnia nier6wnos$¢ wynika z tego, ze suma sktadnikow dodatnich (w liczbie wiek-

szej niz jeden sktadnik) jest wieksza od kazdego z tych sktadnikéw — powyzej wybrali$my

sktadnik odpowiadajacy k =n.

Stad
n"’ _ n" " - n?
(n—1)"*=  \ (n—1)r1 n)’

co po spierwiastkowaniu stopnia n daje nieréwnosc¢ z treéci zadania.
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Zadanie 425. Wyznaczy¢ kres dolny zbioru wszystkich liczb postaci
P*+2¢°+ 317
pgr
gdzie p, q, r przebiegaja liczby catkowite dodatnie.
Rozwigzanie:
Przeksztatcenie danego w zadaniu wyrazenia prowadzi do osazacowania
3 3 3 3 3 3
+2q¢°+3r +2q°+3r°)/3
VAT gy A2 L3 54,
pqr Vop3eir3
gdzie nierownos¢ wynika z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczna dla
liczb p3, 2¢® oraz 3r3.
Aby wykazaé, ze liczba 3v/6 jest kresem dolnym danego zbioru, wystarczy wskazac
ciag liczb z tego zbioru zbiezny do 3v/6.
W tym celu przyjmijmy

Pn= 10" )
10
QH - \3/5

0™
rn=|==1|-
V3
Woéwezas q,/p, oraz r,/p, sa przyblizeniami dziesietnymi odpowiednio liczb 1/ V2
oraz 1/ /3 7z doktadnodcia do n cyfr po przecinku (zaokraglonymi w dot).
W szezegdlnosci wynika stad, ze 2¢° /p? — 1 oraz 3r2 /p? — 1 przy n — oo.
Zatem

oraz

3 2 3 3 3 142 3 /3 3 3 3
PndnTn (Qn/pn) : (Tn/pn)

przy n — o0.

Odpowiedz: Kres dolny podanego zbioru jest roéwny 3V/6.
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