
Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 3, Rozwiązania

Zadanie 431. Funkcja f :R→R jest określona wzorem

f(x)= log2(2
x+1) .

Udowodnić, że dla dowolnych różnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nierówność

|f(x)−f(y)|< |x−y| .
Rozwiązanie:
Niech x, y będą różnymi liczbami rzeczywistymi. Bez szkody dla ogólności rozumo-

wania możemy założyć, że x>y, czyli x−y > 0.
Przeprowadzamy szacowanie lewej strony nierówności danej w treści zadania:

|f(x)−f(y)|= log2(2x+1)− log2(2y+1)= log2
(2x+1
2y+1

)
< log2

(
2x+2x−y

2y+1

)
=

= log2

(
2x ·(1+2−y)
2y ·(1+2−y)

)
= log2

(2x
2y

)
= log2

(
2x−y

)
=x−y ,

co kończy rozwiązanie zadania.

Zadanie 432. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
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będącego permutacją szeregu anharmonicznego (na przemian trzy wyrazy dodatnie i je-
den ujemny).
Rozwiązanie:
Rozważmy następujący ogólny fragment danego w zadaniu szeregu
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skąd wynika, że szereg(
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spełnia założenia kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych, jest więc zbieżny.
Ponieważ wstawienie w szeregu nawiasów grupujących wyrazy tego samego znaku nie

wpływa na zbieżność szeregu, wyjściowy szereg też jest zbieżny.
Należy wyjaśnić, że wstawienie nawiasów powoduje pominięcie niektórych sum czę-

ściowych szeregu. Jeżeli wewnątrz nawiasu znajdują się wyrazy tego samego znaku, po-
minięte sumy częściowe zawierają się (jeśli chodzi o ich wartość) między sumami czę-
ściowymi przed i za nawiasem. Pomijanie w ciągu wyrazów, których wartość zawiera
się pomiędzy wartościami sąsiednich niepominiętych wyrazów, nie wpływa na zbieżność
ciągu.

Odpowiedź: Dany szereg jest zbieżny.
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Zadanie 433. Funkcja f :R→R jest różniczkowalna na całej prostej rzeczywistej,
a ponadto f ′(0)= 1. Rozstrzygnąć, czy stąd wynika istnienie takiego ε> 0, że dla dowol-
nej liczby rzeczywistej dodatniej x<ε zachodzi nierówność

f ′(x)>−1
x
.

Rozwiązanie:
Podamy przykład wskazujący, że podane w treści zadania wynikanie w ogólnym przy-

padku nie ma miejsca.

Niech funkcja f :R→R będzie dana wzorem

f(x)=

 x+x2 ·sin
1
x2
dla x 6=0

0 dla x=0
Wówczas f jest różniczkowalna na całej prostej i

f ′(x)=

 1+2x ·sin
1
x2
− 2
x
·cos 1
x2
dla x 6=0

1 dla x=0
Niech dla liczby dowolnej naturalnej n

xn=
1√
2πn
.

Wówczas xn→ 0 przy n→∞, a ponadto
1
x2n
=2πn, skąd

f ′(xn)= 1−
2
xn
=
(
1− 1
xn

)
− 1
xn
<− 1
xn
,

gdyż xn< 1.

Ciąg (xn) pokazuje, że dowolnie blisko zera istnieje liczba dodatnia x, dla której
zachodzi nierówność

f ′(x)<−1
x
.

Zadanie 434. Interesują nas trójkąty prostokątne o bokach długości całkowitej,
w których długość krótszej przyprostokątnej jest połową długości dłuższej przyprosto-
kątnej pomniejszoną o 1.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie trójkąty nie istnieją,
b) takie trójkąty istnieją, ale jest ich skończenie wiele (z dokładnością do przystawania),
c) takich trójkątów jest nieskończenie wiele (z dokładnością do przystawania).
Rozwiązanie:
Niech a< b< c będą długościami boków trójkąta prostokątnego spełniającego warunki

zadania. Wówczas b=2a+2 oraz a2+b2= c2, skąd otrzymujemy

a2+(2a+2)2= c2 ,

czyli
5a2+8a+4= c2 . (♠)
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Wykażemy, że równanie (♠) ma nieskończenie wiele rozwiązań w liczbach naturalnych
a, c.
W tym celu dokonamy następujących przekształceń równania (♠).

5a2+8a+
16
5
− 16
5
+4= c2

5
(
a2+
8a
5
+
16
25

)
− 16
5
+4= c2

5
(
a+
4
5

)2
+
4
5
= c2

(5a+4)2+4=5c2

d2−5c2=−4 , (♦)

gdzie d=5a+4, czyli a=(d−4)/5.
Tak więc interesują nas rozwiązania równania (♦) przy dodatkowym warunku

d≡ 4 (mod 5) . (♣)
Zauważmy, że

12−5 ·12=−4

oraz
92−5 ·42=1 ,

co można zapisać odpowiednio jako(
1+
√
5
)
·
(
1−
√
5
)
=−4

oraz (
9+4
√
5
)
·
(
9−4
√
5
)
=1 .

Dla dowolnej liczby naturalnej i przyjmijmy(
1+
√
5
)
·
(
9+4
√
5
)i
= di+ci

√
5 .

Wówczas (
1−
√
5
)
·
(
9−4
√
5
)i
= di−ci

√
5 ,

skąd

d2i −5c2i =
(
di+ci

√
5
)
·
(
di−ci

√
5
)
=
(
1+
√
5
)
·
(
9+4
√
5
)i
·
(
1−
√
5
)
·
(
9−4
√
5
)i
=

=
(
1+
√
5
)
·
(
1−
√
5
)
·
((
9+4
√
5
)
·
(
9−4
√
5
))i
=−4 ·1i=−4 .

Tym samym otrzymaliśmy nieskończenie wiele rozwiązań równania (♦). Pozostaje
rozstrzygnąć, czy spełniają one warunek (♣).
Bezpośrednio wyliczamy, że d1=29 oraz c1=13, a ponadto z zależności

di+1+ci+1
√
5=

(
di+ci

√
5
)
·
(
9+4
√
5
)

wynikają wzory rekurencyjne

di+1=9di+20ci oraz ci+1=4di+9ci .
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Stąd wynika w szczególności, że

di≡−di+1≡ di+2 (mod 5) ,
a wobec

d1≡ 4 (mod 5)

otrzymujemy
di≡ 4 (mod 5)

dla dowolnej liczby nieparzystej i.

Tym samym wykazaliśmy, że trójkątów o żądanych własnościach jest nieskończenie
wiele.

Zadanie 435. Interesują nas rozwiązania równania(
n+1
k

)
=
(
n

k+1

)
w liczbach całkowitych dodatnich k <n.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie rozwiązania nie istnieją,
b) takie rozwiązania istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich rozwiązań jest nieskończenie wiele.
Rozwiązanie:
Przekształcając dane w zadaniu równanie otrzymujemy kolejno:

(n+1)!
k! ·(n−k+1)!

=
n!

(k+1)! ·(n−k−1)!
n+1

(n−k) ·(n−k+1)
=
1
k+1

(n+1) ·(k+1)= (n−k) ·(n−k+1)

nk+n+k+1=n2−2nk+k2+n−k

1=n2−3nk+k2−2k

1=n2−3nk+ 9k
2

4
− 9k

2

4
+k2−2k

1=
(
n− 3k
2

)2
− 9k

2

4
+k2−2k

4= (2n−3k)2−9k2+4k2−8k

5k2+8k+4= c2 , (♥)

gdzie c=2n−3k, czyli n=(c+3k)/2.
Zauważmy, że równanie (♥) jest identyczne z równaniem (♠) z rozwiązania zadania

434, gdzie występuje niewiadoma a zamiast k. Ponadto łatwo widać, że w każdym roz-
wiązaniu tego równania liczby c oraz k są tej samej parzystości, a zatem uzyskana z nich
wartość n jest całkowita.
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Ponieważ w rozwiązaniu zadania 434 udowodniliśmy, że równanie to ma nieskończenie
wiele rozwiązań, tym samym równanie podane w treści zadania 435 ma nieskończenie
wiele rozwiązań.

Uwagi do zadań 434 i 435:
Zamiast liczb ci, di określonych wzorem(

1+
√
5
)
·
(
9+4
√
5
)i
= di+ci

√
5 dla i­ 1 (i nieparzyste)

można rozważać także(
4+2
√
5
)
·
(
9+4
√
5
)i
= d′i+c

′
i

√
5 dla i­ 0 (i parzyste)

oraz (
11+5

√
5
)
·
(
9+4
√
5
)i
= d′′i +c

′′
i

√
5 dla i­ 0 (i nieparzyste) .

W poniższej tabeli podane są najmniejsze rozwiązania równania (♦) wraz z odpowia-
dającymi im rozwiązaniami zadań 434 i 435 (przy tym rozwiązania powstające z d′0=4
oraz c′0=2 są zbyt małe — nie spełniają ograniczeń wynikających z treści zadań).

d c a= k b n
d0=1 c0=1 — — —
d′0=4 c′0=2 0 2 1
d′′0 =11 c′′0 =5 — — —
d1=29 c1=13 5 12 14
d′1=76 c′1=34 — — —
d′′1 =199 c′′1 =89 39 80 103
d2=521 c2=233 — — —
d′2=1364 c′2=610 272 546 713
d′′2 =3571 c′′2 =1597 — — —
d3=9349 c3=4181 1869 3740 4894
d′3=24476 c′3=10946 — — —
d′′3 =64079 c′′3 =28657 12815 25632 33551
d4=167761 c4=75025 — — —
d′4=439204 c′4=196418 87840 175682 229969
d′′4 =1149851 c′′4 =514229 — — —
d5=3010349 c5=1346269 602069 1204140 1576238
d′5=7881196 c′5=3524578 — — —
d′′5 =20633239 c

′′
5 =9227465 4126647 8253296 10803703

W szczególności mamy (
15
5

)
=
(
14
6

)
=3003

oraz (
104
39

)
=
(
103
40

)
=61218182743304701891431482520 .

Uważny Czytelnik rozpozna w liczbach d i c odpowiednio wyrazy ciągów Lucasa
i Fibonacciego.
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