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Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 3, Rozwigzania

Zadanie 431. Funkcja f:R — R jest okreslona wzorem

f(z) =log, (27 +1)
Udowodni¢, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y zachodzi nieréwnosc¢

[f(z) = )] <lz—yl.

Rozwigzanie:
Niech z, y beda réznymi liczbami rzeczywistymi. Bez szkody dla ogélnosci rozumo-
wania mozemy zatozy¢, ze x >y, czyli x —y > 0.

Przeprowadzamy szacowanie lewej strony nieréwnosci danej w tresci zadania:

i 27 +1 2% 27V
£(0) = £ ()| =10y (27+ 1) —logy (2+ 1) = logy (5, ) <o (2+1> B

B 27-(1427Y) B 27\ ey
=log, <2y(1+2_y)) =log, <2y) =log, (2 ) =r—y,

co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 432. Rozstrzygnac¢ zbieznos¢ szeregu
1111111111111111
R R A R VIR R R LA T RICTR R
bedacego permutacja szeregu anharmonicznego (na przemian trzy wyrazy dodatnie i je-
den ujemny).
Rozwigzanie:
Rozwazmy nastepujacy ogolny fragment danego w zadaniu szeregu

R S SR SR SR
2% ' 6k+1 6k+3 Ok+5 2(k+1)

+...

Zauwazmy, ze
LA SSS S NS S SN SN S SRS SRR
ok Gk Gk Ok Gk+1 6k+3 Gk+5  Gk+6  Gk1O 6k+6 2(k+1)’

skad wynika, ze szereg

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1

< +3+5> +(7+9+11> _4+<13+15+ 17) 6+<19+21+23> g
spetnia zatozenia kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych, jest wiec zbiezny.

Poniewaz wstawienie w szeregu nawiaséw grupujacych wyrazy tego samego znaku nie
wplywa na zbieznos¢ szeregu, wyjsciowy szereg tez jest zbiezny.

Nalezy wyjasni¢, ze wstawienie nawiaséw powoduje pominiecie niektérych sum cze-
Sciowych szeregu. Jezeli wewnatrz nawiasu znajduja sie wyrazy tego samego znaku, po-
miniete sumy czesciowe zawieraja sie (jesli chodzi o ich warto$é¢) miedzy sumami cze-
Sciowymi przed i za nawiasem. Pomijanie w ciggu wyrazéw, ktorych warto$é zawiera
si¢ pomiedzy wartosciami sgsiednich niepominigtych wyrazow, nie wptywa na zbieznosé
ciagu.

Odpowiedz: Dany szereg jest zbiezny.
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Zadanie 433. Funkcja f:R—R jest rozniczkowalna na catej prostej rzeczywistej,
a ponadto f'(0) =1. Rozstrzygnaé, czy stad wynika istnienie takiego £ > 0, ze dla dowol-
nej liczby rzeczywistej dodatniej x < ¢ zachodzi nieréwnos¢

f@) > -

X

Rozwigzanie:
Podamy przyktad wskazujacy, ze podane w tresci zadania wynikanie w ogélnym przy-
padku nie ma miejsca.

Niech funkcja f:R — R bedzie dana wzorem
1

f(:zc):{ x+:v2-sinﬁ dla xz#£0

0 dla =0

Wowczas f jest rozniczkowalna na calej prostej i

1 2 1
142z-sin— ——-cos— dla z#0

f(z) = 2 oz 2
1 dla z=0
Niech dla liczby dowolnej naturalnej n
1
Ty = —F—=.
2mn

1
Wowcezas x, — 0 przy n— o0, a ponadto — = 2mn, skad
xn

2 1 1 1
Fa=1-2o(m Ly Lo L
gdyz x, <1.

Ciag (x,) pokazuje, ze dowolnie blisko zera istnieje liczba dodatnia x, dla ktorej

zachodzi nieréwnosé 1

flw) <——.

X

Zadanie 434. Interesuja nas trojkaty prostokatne o bokach diugosci catkowitej,
w ktoérych dtugosé krotszej przyprostokatnej jest potows diugosci dtuzszej przyprosto-
katnej pomniejszona o 1.

Rozstrzygnac, czy:
a) takie trojkaty nie istnieja,
b) takie tréjkaty istnieja, ale jest ich skoniczenie wiele (z doktadnoscia do przystawania),
c) takich tréjkatéw jest nieskonczenie wiele (z doktadnoscia do przystawania).

Rozwigzanie:

Niech a < b < ¢ bedg dtugosciami bokow trojkata prostokatnego spetniajacego warunki
zadania. Wéwezas b= 2a+2 oraz a*+b? = ¢?, skad otrzymujemy

a*+(2a+2)*=¢*,

czyli
5a*+8a+4=c’. ()
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Wykazemy, ze réwnanie (#) ma nieskorniczenie wiele rozwiazan w liczbach naturalnych
a, c.
W tym celu dokonamy nastepujacych przeksztalcen rownania (#).

16 16

5a2+8a+€—€+4202
5<a2+85a+;§) —1564—4:02
5(@—}—4)2—1—4:02
5) )
(5a+4)" +4=>5¢
d?—5c% = —4, (&)

gdzie d=5a+4, czyli a=(d—4)/5.
Tak wiec interesuja nas rozwiazania réwnania () przy dodatkowym warunku

d=4(mod 5). ()
Zauwazmy, ze
12-5-12=—4
oraz
9?2 -5.42=1,

co mozna zapisa¢ odpowiednio jako
(1+V5)- (1-v5) =—4
' (9+4v5)- (9-4v5) =1.
Dla dowolnej liczby naturalnej ¢ przyjmijmy
(1—1-\/5) . (9+4\/g)i:di+0i\/g.
Wéwcezas 4
(1=V5)-(9-4v5) =d;— V5,
skad
d? _5012 = (di+ci\/g) . (di_Ci\/g) = (1—1—\/3) . (9+4\/g)i- (1 —\/3) . (9—4\/5)i =
= (14+v5) - (1-v5)- ((9+4v5) - (9-4v5)) = —4-1 = 4,

Tym samym otrzymalidmy nieskonczenie wiele rozwiazan rownania (). Pozostaje
rozstrzygnaé, czy spetiaja one warunek (é).
Bezposrednio wyliczamy, ze d; =29 oraz c¢; =13, a ponadto z zaleznosci

dis1 +cip1 V5= (di + Cz\/g) ' (9 + 4\/3)
wynikajg wzory rekurencyjne

di+1 = 9d1 + 20C2 oraz cj41= 4dz + 902‘ .
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Stad wynika w szczegdlnosci, ze

d;=—d;i11=d;19 (mod 5),

a wobec
d; =4 (mod 5)

otrzymujemy
d; =4 (mod 5)

dla dowolnej liczby nieparzystej .

Tym samym wykazaliSmy, ze tréjkatow o zadanych wtasnosciach jest nieskonczenie
wiele.

Zadanie 435. Interesuja nas rozwiazania réwnania

n+l\ [ n
)= ()
w liczbach catkowitych dodatnich k <n.
Rozstrzygnac, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,

b) takie rozwiagzania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwiazan jest nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie:
Przeksztatcajac dane w zadaniu rownanie otrzymujemy kolejno:
(n+1)! n!
E(n—k+1)! (k+1)!(n—k—1)!
n+1 1

(n—Fk)-(n—k+1) k+1
(n+1)-(k+1)=(n—k)-(n—k+1)
nk+n+k+1=n*>-2nk+k*+n—k

1=n>—3nk+k*—2k
9k 9k?

1=n?— N
n”—3nk+ 1 1 +k k
3k\?  9k?
l={n—"") — = +k—2k
(n 2) 1 +
4=(2n—3k)* —9k* +4k* — 8k
5k*+8k+4=c?, Q)

gdzie ¢ =2n—3k, czyli n=(c+3k)/2.

Zauwazmy, ze rownanie (O) jest identyczne z réwnaniem (#) z rozwiazania zadania
434, gdzie wystepuje niewiadoma a zamiast k. Ponadto tatwo wida¢, ze w kazdym roz-
wigzaniu tego réwnania liczby ¢ oraz k sg tej samej parzystosci, a zatem uzyskana z nich
wartosé¢ n jest catkowita.
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Poniewaz w rozwiazaniu zadania 434 udowodniliSmy, ze rownanie to ma nieskonczenie
wiele rozwigzan, tym samym rownanie podane w treéci zadania 435 ma nieskonczenie
wiele rozwigzan.

i\ Uniwersytet
%lﬂl@ Wroctawski

Uwagi do zadan 434 i 435:
Zamiast liczb ¢;, d; okreslonych wzorem

(1 + \/3) : (94—4\/5)1 =d;+¢;V/5 dlai>1 (i nieparzyste)
mozna rozwazacé takze '
(4—1—2\/5) : (9+4\/5)Z —d,+c\5 dlai>0 (i parzyste)
oraz ,
(11 + 5\/5) : (9 —1—4\/3)2 =d/+/V5 dlai>0 (i nieparzyste).

W ponizszej tabeli podane sa najmniejsze rozwiazania réwnania () wraz z odpowia-
dajacymi im rozwiazaniami zadan 434 i 435 (przy tym rozwiazania powstajace z dy =4
oraz ¢, =2 sa zbyt male — nie spelniaja ograniczen wynikajacych z tresci zadan).

d c a=k b n
do=1 co=1 — — —
dy=4 ch=2 0 2 1
dy=11 =5 — — —
dy =29 c1=13 5 12 14
d, =176 =34 — — —
d! =199 =89 39 R0 103
dy =521 cy =233 — — —
dy = 1364 ch =610 272 546 713
dy =3571 cy =1597 — — —
ds =9349 c3=4181 1869 3740 4894
dy = 24476 ¢y =10946 — — —
dsy =64079 ¢y = 28657 12815 25632 33551
ds=167761 cs = 75025 — — —
d, = 439204 c, =196418 87840 | 175682 229969
dj =1149851 | ¢ =514229 — — —
ds =3010349 | ¢5 =1346269 | 602069 | 1204140 | 1576238
d; =7881196 | ¢ =3524578 — — —
df =20633239 | cf =9227465 | 4126647 | 8253296 | 10803703

W szczegdlnosci mamy
15\ (14 3003
5) \6)

104 1
( 0 ) = ( 03> =61218182743304701891431482520 .

oraz

39 40

Uwazny Czytelnik rozpozna w liczbach d i ¢ odpowiednio wyrazy ciagéw Lucasa
i Fibonacciego.
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