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Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 4 (waga 2), Rozwiazania

Zadanie 441. Wyznaczy¢ kresy zbioru {

liczb catkowitych dodatnich.

Rozwigzanie:

Liczba 1 jest elementem danego w treéci zadania zbioru, gdyz dla n=>5 oraz m=1
mamy

on _g3qm - BT € N} , gdzie N oznacza zbiér

1 1 1

2n—31m 25311 32-31
Ponadto kazdy element zbioru jest utamkiem o liczniku 1 i catkowitym mianowniku, jest
wiec mniejszy lub réwny 1.
Stad wynika, ze kres gérny zbioru jest réwny 1.

1.

Kazdy ujemny element zbioru ma postaé
1 1

2n—31m  31m—2n’
gdzie 31™ > 2™,

Potegi dwojki przy dzieleniu przez 31 dajg cyklicznie 5 reszt: 1, 2, 4, 8, 16. Zatem
kazda liczba postaci 31" —2" daje przy dzieleniu przez 31 odpowiednio jedng z reszt:
30, 29, 27, 23, 15. Stad wynika, ze dla liczb dodatnich tej postaci zachodzi nieréwnos¢
31™ —2" > 15, przy czym rownosc¢ jest osiagana np. dla m=1 oraz n=4.

Zatem kazdy ujemny element danego zbioru jest wiekszy lub réwny —1/15, a poniewaz
liczba ta jest elementem zbioru, jest ona jednoczesnie kresem dolnym.

Odpowiedz: Kres gorny zbioru jest réwny 1, a kres dolny —1/15.

Zadanie 442. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, vy, z, t za-
chodzi nieréwnos¢

= yy A7 tt > (xyzt)(z+y+z+t)/4 )

Rozwigzanie:
Z uwagi na symetrie, mozemy bez szkody dla ogdélnosci rozwigzania zatozy¢, ze
r2y=z>t.
Podnoszac dang w zadaniu nieréwnos¢ stronami do czwartej potegi i wykonujac dalsze
przeksztalcenia otrzymujemy nieréwnosci rownowazne:
5(7433 A y4y X Z4z A t4t > (ZL’th)z+y+Z+t

Ao Ay, Az At qadytatt eyttt atytatt gaytett

r -y Y
:L,?m?—y—z—t . y3y—x—z—t . Z3z—m—y—t A t3t—z—y—z > 1

Iw—y 3 :L,ac—z . l,a:—t . yy—w 3 yy—z . yy—t 3 Zz—x . zz—y . Zz—t . tt—:c . tt—y . tt—z > 1

-y T—z r—t —z —t z—t
z (“’) (55> (y)y (y>y <Z> >1.
Y z t z t t
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Jednak ostatnia nieréwno$c jest prawdziwa, gdyz kazdy czynnik wystepujacy po lewej
stronie jest wiekszy lub rowny 1, jako potega o podstawie wickszej lub rownej 1 i nieuje-
mym wyktadniku.

Zadanie 443. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nie-
rownoscé
9-(3n)!- (4n+1)<10-(3"-n!)*.
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =1 lewa strona danej w zadaniu nieréwnosci jest réwna 9-6-5 =270, a prawa
10- 33 =270. Zatem dana nieréwno$¢ staje sie réwnoscig, czyli jest prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczbg naturalna, ze
9-(3n)!- (4n+1) <10-(3"-n!)* .
Wykazemy, ze woéwczas
9-(3n+3)!- (4n+5) < 10- (3" (n+1)1)"

Przeksztatcajac lewa strone powyzszej nierownosci i korzystajac z zatozenia induk-

cyjnego otrzymujemy
9-(3n+3)!-(4n+5)=9-(3n)!- (3n+1)-(3n+2)-(3n+3)-(4n+5) =

(3n+1)-(3n+2)-(3n+3)-(4n+5)

=9 I (4n+1)- .
9-(3n)!- (4n+1) 2:(3
<10. (3. 31+ D) -(n+2)-(3n+3)-(4n+5) _

dn+1

3n+1)-(3n+2)- (4n+5)

(4n+1)-9-(n+1)2

co zakonczy dowdd indukeyjny, jezeli wykazemy, ze
(3n+1)-(3n+2)-(4n+5)

(An+1)-9-(n+1)?
Przeksztatcanie powyzszej nierownosci prowadzi do ciggu nieréwnosci réwnowaznych:

(B3n+1)-(3n+2)-(4n+5) < (4n+1)-9-(n+1)?
(4n+5)- (90 +9n+2) < (4n+1)- (9n*+18n+9)

=10- (3”+1 (n+ 1)!)3. (

<1.

36m° 4+ 36n2+8n+45n% +45n+10 < 36n°+72n*+36n+ 92+ 18n+9
36n° 4+ 81n?+53n+10 < 36n>+81n%2+54n+9
1<n,

a zatem dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa.
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Zadanie 444. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nie-
roOwnosé

39
9-(3n)! (4n+1) > == (3"-n!)® .
Rozwigzanie:
Najpierw przeprowadzimy dowd6d indukcyjny nieréwnosci
9-(3n)!- (9n+2)>22-(3"-n!)’. (0)

1° Dla n=1 lewa strona nieréwnosci (<) jest réowna 9-6-11 =594, natomiast prawa
22-3%=594. Zatem nieréwnos¢ () staje si¢ rownoscia, czyli jest prawdziwa.

2° Niech n bedzie taka liczbg naturalna, ze
9-(3n)!- (9n+2) >22-(3"-n!)’ .
Wykazemy, ze wowczas
9-(3n+3)!- (9n+11) > 22 (37 - (n+1)1)”. (&)
Przeksztatcajac lewa strone nier6wnosci (é) i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
otrzymujemy
9-(3n+3)!-(In+11)=9-(3n)!-(3n+1)-(3n+2)-(3n+3)- (In+11) =
(3n+1)-(3n+2)-(3n+3)-(9In+11)
In+2
> 929 (3" nl)’ (Bn+1)-(3n+2)-(3n+3)-(In+11) _
In+2
3n+1)-(3n+2)-(In+11)
(n+2)-9-(n+1)2 ’
co zakonczy dowdd indukcyjny nieréwnosci (), jezeli wykazemy, ze
(3n+1)-(3n+2)-(In+11)
(n+2)-9-(n+1)2
Przeksztatcanie powyzszej nierownosci prowadzi do ciggu nieréwnosci réwnowaznych:
(3n+1)-(3n+2)-(9In+11)> (In+2)-9-(n+1)?
(9n+11)- (9n* +9n+2) > (9In+2) - (90> +18n+9)

—9-(3n)!- (9n+2)- >

=22. (3”“ “(n+ 1)!)3- (

>1.

81n° +81n” + 18n+99n° +99n + 22 > 81n° + 162n* 4+ 81n+ 18n* 4 36n+ 18
81n° +180n*+ 117n+22 > 81n® 4+ 180n° + 117n+ 18
4>0,
co jest prawda dla kazdej liczby naturalnej n.
Teraz korzystajac z nieréwnosci (<)) udowodnimy nieréwnos$é dang w tresci zadania.
9-(3n)!- (4n+1)>9-(3n)!- (4n+8/9) =9-(3n)!- (In+2)- 3 > 22-(3”~n!)34:

88 39
=— (3" =9,(7)-(3"-n!)’>9,75- (3" -n!)* = 0 (37-nl)?.
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Zadanie 445. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych xy, xs, 3, ..., 9 spet-
niajacych warunki

9 9
Y xp=1 oraz Y kx,=17
k=1 k=1

zachodza nieréwnosci

9
1
k
< Ty < — .
11 ,;1 " 10
Rozwigzanie:
Niech x1, 9, 3, ..., 9 beda liczbami rzeczywistymi speliajacymi réwnanie
9
Z xi =1
k=1
i niech

U:<x1ax27$37"'7$9)

bedzie wektorem w R?. Wéwcezas wektor v ma dhugosé 1.
Z uwagi na rOwnos¢
9 10 19

9
Z =285

wektor

1 2 3 9
B <\/285’ V285 /285" \/285>
rowniez ma dlugosé 1.
Zatem iloczyn skalarny wektorow w oraz v jest mniejszy lub réwny 1, skad

[k
)<,
,;1(\/285 x’“)

Zk:xk 285 < 9=17.

co prowadzi do

Stad wynika, ze liczby rzeczywiste x1, xs9, x3, ..., 9 spelniajagce warunki podane w
zalozeniach zadania nie istnieja.

Wobec tego z zalozen zadania wynika kazda teza, jaka bysmy w przyptywie fantazji
zdecydowali sie umiesci¢ w tresci zadania.
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