
Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 5 (waga 2), Rozwiązania

Zadanie 451. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
∞∑
n=1

(3n)!
n3n
.

Rozwiązanie:
Stosując kryterium d’Alemberta otrzymujemy

(3n+3)!
(n+1)3n+3

· n
3n

(3n)!
=
(3n+1) ·(3n+2) ·(3n+3)(
1+ 1

n

)3n
·(n+1)3

→ 27
e3
=
(3
e

)3
> 1 ,

skąd wynika, że szereg jest rozbieżny.

Zadanie 452. Rozwiązać nierówność

log2x> 512 ·1024
√
x

w liczbach rzeczywistych dodatnich x.
Rozwiązanie:
Niech t= log2x. Wówczas x=2

t i dana w zadaniu nierówność przyjmuje postać

t> 512 ·2t/1024 ,
przy czym t przebiega zbiór liczb rzeczywistych.
Powyższa nierówność jest oczywiście fałszywa dla t¬ 0, natomiast dla t> 0 obustronne

zlogarytmowanie przy podstawie 2 prowadzi do

log2t>
t

1024
+9 ,

a to z kolei po zdefiniowaniu funkcji f : (0,+∞)→R wzorem

f(t)= log2t−
t

1024
−9

możemy zapisać jako f(t)> 0.
Zauważmy, że f(1024)= f(2048)= 0, a ponadto pochodna funkcji f dana jest wzorem

f ′(t)=
1
t · ln2

− 1
1024
.

Na przedziale
(
0,
1024
ln2

)
funkcja f ′ jest dodatnia, a zatem sama funkcja f jest rosnąca.

Podobnie, na przedziale
(1024
ln2
,+∞

)
funkcja f ′ jest ujemna, a zatem funkcja f jest

malejąca.
To oznacza, że funkcja f jest dodatnia tylko na przedziale (1024, 2048), a zatem zbiór

rozwiązań danej w zadaniu nierówności odpowiada t∈ (1024, 2048), czyli
x∈
(
21024, 22048

)
.

Odpowiedź: Zbiorem rozwiązań danej nierówności jest przedział
(
21024, 22048

)
.
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Zadanie 453. Udowodnić, że istnieje taki ciąg rosnący (an) o wyrazach całkowitych
dodatnich, że ciągi (sinan),

(
sin
√
an
)
oraz

(
sin 3
√
an
)
są zbieżne.

Rozwiązanie:
Rozważmy ciąg (sinn). Ciąg ten jest ograniczony, gdyż wszystkie jego wyrazy są bez-

względnie nie większe od 1. Zastosujemy do tego ciągu twierdzenie Bolzano-Weierstrassa,
które mówi, że z każdego ciągu ograniczonego można wybrać podciąg zbieżny.
Istnieje zatem podciąg zbieżny ciągu (sinn), przypuśćmy, że jest to podciąg (sincn)

powstały przez wybór rosnącego ciągu indeksów (cn).
Wówczas ciąg

(
sin
√
cn
)
jest ograniczony, można więc wybrać z niego podciąg zbieżny(

sin
√
bn
)
wybierając z ciągu (cn) odpowiedni podciąg (bn). Również ciąg (sinbn) jest

zbieżny jako podciąg zbieżnego ciągu (sincn).
Ostatnim krokiem jest wybór z ograniczonego ciągu

(
sin 3
√
bn
)
zbieżnego podciągu(

sin 3
√
an
)
poprzez wybór podciągu (an) ciągu (bn). Tak wybrany ciąg (an) spełnia wa-

runki zadania.

Zadanie 454. Interesują nas rozwiązania równania

n5121 +n
512
2 +n

512
3 + ...+n

512
2012=m

512

w liczbach całkowitych dodatnich n1¬n2¬n3¬ ···¬n2012<m< 10100.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie rozwiązania nie istnieją,
b) takie rozwiązania istnieją, ale jest ich mniej niż 10100,
c) istnieje co najmniej 10100 takich rozwiązań.
Rozwiązanie:
Dla dowolnej liczby nieparzystej n mamy

n512−1=
(
n256+1

)
·
(
n128+1

)
·
(
n64+1

)
·
(
n32+1

)
·
(
n16+1

)
·

·
(
n8+1

)
·
(
n4+1

)
·
(
n2+1

)
·(n+1) ·(n−1) ,

gdzie każdy z dziesięciu czynników jest parzysty, a ponadto jeden z ostatnich dwóch czyn-
ników jest podzielny przez 4. Stąd wynika, że n512≡ 1(mod 2048), gdy n jest nieparzyste.
Oczywiście n512≡ 0(mod 2048), gdy n jest liczbą parzystą.
Zatem każde rozwiązanie danego w zadaniu równania spełnia jeden z dwóch warun-

ków:
1◦ liczba m jest parzysta i wszystkie składniki po lewej stronie są parzyste,
2◦ liczba m jest nieparzysta i dokładnie jeden składnik po lewej stronie jest nieparzysty.
Załóżmy, że dane równanie ma rozwiązania w liczbach całkowitych dodatnich i zba-

dajmy własności rozwiązania z najmniejszym możliwym m. Nie może ono spełniać wa-
runku 1◦, gdyż wówczas dzieląc wszystkie liczby n1, n2, n3, ···, n2012, m przez 2 otrzyma-
libyśmy rozwiązanie z mniejszym m. W takim razie rozwiązanie to spełnia warunek 2◦

i niech n512i będzie jedynym nieparzystym składnikiem po lewej stronie równania.
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Mamy wówczas

m512−n512i =
(
m256+n256i

)
·
(
m128+n128i

)
·
(
m64+n64i

)
·
(
m32+n32i

)
·
(
m16+n16i

)
·

·
(
m8+n8i

)
·
(
m4+n4i

)
·
(
m2+n2i

)
·(m+ni) ·(m−ni) ,

gdzie po prawej stronie każdy z pierwszych ośmiu czynników oraz jeden z dwóch ostatnich
czynników nie jest podzielny przez 4. Ponieważ powyższa liczba jest sumą 512-stych potęg
liczb parzystych, jest ona podzielna przez 2512, skąd wynika, że jeden z ostatnich dwóch
czynników jest podzielny przez 2503. W szczególności m+ni­ 2503 lub m−ni­ 2503,
co wobec m>ni prowadzi do

m> 2502> 2500=32100> 10100 ,

skąd wynika, że rozwiązania spełniające warunki zadania nie istnieją.

Zadanie 455. Wybrać odpowiednią liczbę rzeczywistą k, a następnie udowodnić
poniższe twierdzenie:

Dla dowolnego malejącego ciągu (an) zbieżnego do 0, szereg
∞∑
n=1

an jest zbieżny wtedy

i tylko wtedy, gdy zbieżny jest szereg
∞∑
n=1

nkan5 .

Rozwiązanie:
Podzielmy szereg

∞∑
n=1
an na bloki wyrazów, za miejsca podziału wybierając wyrazy

o indeksach będących piątymi potęgami liczb całkowitych. Otrzymujemy
∞∑
n=1

an= a1+
∞∑
n=1

(n+1)5∑
i=n5+1

ai ,

a przy tym zachodzą nierówności
(n+1)5∑
i=n5+1

ai¬
(
(n+1)5−n5

)
an5 =

(
5n4+10n3+10n2+5n+1

)
an5

oraz
(n+1)5∑
i=n5+1

ai­
(
(n+1)5−n5

)
a(n+1)5 .

W konsekwencji
∞∑
n=1

(n+1)5∑
i=n5+1

ai¬
∞∑
n=1

(
5n4+10n3+10n2+5n+1

)
an5 ¬

¬
∞∑
n=1

(
5n4+10n4+10n4+5n4+n4

)
an5 =31 ·

∞∑
n=1

n4an5

oraz
∞∑
n=1

(n+1)5∑
i=n5+1

ai­
∞∑
n=1

(
(n+1)5−n5

)
a(n+1)5 =

∞∑
n=2

(
n5−(n−1)5

)
an5 =

=
∞∑
n=2

(
5n4−10n3+10n2−5n+1

)
an5 =
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=
∞∑
n=2

(
n4+4n4−10n3+6,25n2+1,25n2+2,5n2−5n+1

)
an5 =

=
∞∑
n=2

(
n4+

(
2n2−2,5n

)2
+1,25n2+2,5n(n−2)+1

)
an5 ­

∞∑
n=2

n4an5 .

Powyśze nierówności są prawdziwe także w przypadku, gdy występujące w nich sumy
szeregów mają wartość +∞.
Na koniec zauważmy, że

a1+31 ·
∞∑
n=1

n4an5 ¬ 32 ·
∞∑
n=1

n4an5

oraz

a1+
∞∑
n=2

n4an5 =
∞∑
n=1

n4an5 .

Udowodniliśmy więc oszacowania
∞∑
n=1

n4an5 ¬
∞∑
n=1

an¬ 32 ·
∞∑
n=1

n4an5 ,

z których wynika teza zadania dla k=4.
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