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Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 5 (waga 2), Rozwiazania

Zadanie 451. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu
=, (3n)!

D

n=1

n3n
Rozwigzanie:
Stosujac kryterium d’Alemberta otrzymujemy
! sn 1)- 2)- 2 3
(Bn+3)! n (3n+1)-(3n+2) (3n+3)_> 7_<3) o1,

(n+1)3n+3'(3n)! B (1_’_%)371.(”—'_1)3 ==

skad wynika, ze szereg jest rozbiezny.

(&

Zadanie 452. Rozwiaza¢ nier6wnosé
log,x > 51219372

w liczbach rzeczywistych dodatnich z.
Rozwigzanie:
Niech ¢t =log,z. Wéwezas x =2' i dana w zadaniu nieréwnosé¢ przyjmuje postaé

t>512.92t/1024

przy czym t przebiega zbior liczb rzeczywistych.
Powyzsza nieréwno$é jest oczywiscie fatszywa dla t < 0, natomiast dla t > 0 obustronne
zlogarytmowanie przy podstawie 2 prowadzi do

t
logot > —— 49,

1024
a to z kolei po zdefiniowaniu funkcji f: (0, 4+00) — R wzorem
t
oo f—

mozemy zapisaé jako f(t) > 0.
Zauwazmy, ze f(1024) = £(2048) =0, a ponadto pochodna funkcji f dana jest wzorem
1 1
!
) P ——
F'® t-ln2 1024

1024

Na przedziale (0, 1) funkcja f’ jest dodatnia, a zatem sama funkcja f jest rosnaca.
n

1024
Podobnie, na przedziale (12, —i—oo) funkcja f’ jest ujemna, a zatem funkcja f jest
n

malejaca.
To oznacza, ze funkcja f jest dodatnia tylko na przedziale (1024, 2048), a zatem zbiér
rozwiazan danej w zadaniu nieréwnosci odpowiada t € (1024, 2048), czyli

re (210247 22048) '

Odpowiedz: Zbiorem rozwiazan danej nierownosci jest przedziat (21024, 22048).

-1- Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 5 (waga 2), Rozwigzania

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



KAPITAL LUDZKI g[%@ Unlwersytet UNIA EUSUORT)EPJESJIS(Q
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI W ) Wroctawski FUNDUSZ SPOLECZNY

Zadanie 453. Udowodnié, ze istnieje taki ciag rosnacy (a,) o wyrazach catkowitych

dodatnich, ze ciagi (sina,,), (sin an> oraz (sin S an> sg zbiezne.

Rozwigzanie:

Rozwazmy ciag (sinn). Ciag ten jest ograniczony, gdyz wszystkie jego wyrazy sa bez-
wzglednie nie wieksze od 1. Zastosujemy do tego ciaggu twierdzenie Bolzano- Weierstrassa,
ktore moéwi, ze z kazdego ciggu ograniczonego mozna wybra¢ podciagg zbiezny.

[stnieje zatem podciag zbiezny ciggu (sinn), przypusémy, ze jest to podciag (sinc,,)
powstaly przez wybér rosngcego ciagu indekséw (c,,).

Wowecezas ciag (Sin cn) jest ograniczony, mozna wiec wybrac z niego podciag zbiezny
(sin\/a) wybierajac z ciagu (c,) odpowiedni podciag (b,). Réwniez ciag (sinb,) jest
zbiezny jako podciag zbieznego ciagu (sinc,).

Ostatnim krokiem jest wyboér z ograniczonego ciggu (sin %) zbieznego podciggu

(sin 3 an) poprzez wybér podciagu (a,,) ciagu (b,). Tak wybrany ciag (a,) spetnia wa-
runki zadania.

Zadanie 454. Interesujg nas rozwigzania réwnania
nS2 4+ nd2 4 nS 4 nbil, =mPt

w liczbach catkowitych dodatnich ny <ngs <ng < - <ngga<m<1

Rozstrzygnaé, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwigzania istnieja, ale jest ich mniej niz 10'%°
c) istnieje co najmniej 10*%° takich rozwigza.

Rozwigzanie:

Dla dowolnej liczby nieparzystej n mamy

nd12 11— <n256+ 1) . <n128+ 1) . <n64+1) . <n32 + 1) . <n16+ 1>‘
(n 1) (n'+1) - (2 +1) - (n+1)- (n—1),

gdzie kazdy z dziesieciu czynnikéw jest parzysty, a ponadto jeden z ostatnich dwoch czyn-
nikéw jest podzielny przez 4. Stad wynika, ze n52 = 1(mod 2048), gdy n jest nieparzyste.
Oczywicie n°'? = 0(mod 2048), gdy n jest liczby parzysta.

Zatem kazde rozwiazanie danego w zadaniu réwnania spelia jeden z dwéch warun-
kow:
1° liczba m jest parzysta i wszystkie sktadniki po lewej stronie sg parzyste,
2° liczba m jest nieparzysta i doktadnie jeden sktadnik po lewej stronie jest nieparzysty.

Zatézmy, ze dane réwnanie ma rozwigzania w liczbach catkowitych dodatnich i zba-
dajmy wtasnosci rozwigzania z najmniejszym mozliwym m. Nie moze ono spetnia¢ wa-
runku 1°, gdyz wéwcezas dzielac wszystkie liczby ny, ng, ns3, -+, nag12, m przez 2 otrzyma-
libysSmy rozwiazanie z mniejszym m. W takim razie rozwiazanie to spetnia warunek 2°
i niech n2'? bedzie jedynym nieparzystym skladnikiem po lewej stronie réwnania.

0100
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Mamy woéwczas
ms12 _ n512 <m256+n256> (m128+n128) (m64+n?4) . (m32+nf2) . (m16_‘_n116).
(mPnf) - (m*+nf) - (m?+n2) - (m+n) - (m—ni)
gdzie po prawej stronie kazdy z pierwszych o$miu czynnikéw oraz jeden z dwéch ostatnich
czynnikéw nie jest podzielny przez 4. Poniewaz powyzsza liczba jest suma 512-stych poteg
liczb parzystych, jest ona podzielna przez 2512, skad wynika, ze jeden z ostatnich dwdch

czynnikéw jest podzielny przez 2°%%. W szczegélnosci m+mn; > 2°% lub m —n,; > 2593,
co wobec m > n; prowadzi do

> 2502 2500 32100 > 10100

skad wynika, ze rozwigzania spetniajace warunki zadania nie istniejg.

Zadanie 455. Wybra¢ odpowiednig liczbe rzeczywista k, a nastepnie udowodnié¢

ponizsze twierdzenie:
oo

Dla dowolnego malejacego ciagu (a,,) zbieznego do 0, szereg Zan jest zbiezny wtedy

n=1

i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg anans.
n=1
Rozwigzanie:

Podzielmy szereg Z a, na bloki wyrazow, za miejsca podzialu wybierajac wyrazy
=1

o indeksach b@d@cych piatymi potegami liczb catkowitych. Otrzymujemy

0o (n+1)°
Z ap =01+ Z Z a; ,
n=1 j=n541
a przy tym zachodza nieréwnosc1
(n+1)°
Y ai< ((n—l— 1)° — )ans = <5n4+10n3+10n2+5n+ 1) 5
i=nd+1
oraz
(n+1)°
z a; > ((n—{— 1) )a(n+1)5 .
i=nb+1

W konsekwencji

Z (5n4 +10n3 4+ 1002 +5n+ 1) s <

5nt +10n* +10n* +5n! +n) n5:31-2n4an5

8&
Q

TL:l n=1

oraz

oo (TL+1)5 o0 [o'e)

o> a=), ((n—i— 1)° — n5) Ant1)s = Y (n5 —(n— 1)5) (ps =

n=1 j=nb5+41 n=1 n=2

=3 (5n4 — 1073+ 1002 —5n+ 1) s =
n=2
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= (n4+4n4— 1003 46,2512 +1,25n> 42,502 — 5n+ 1)an5 =
n=2

:Z(n4+(2n2_2,5n> +1,25n" +2,5n(n—2) +1>an5 Zn s -
n=2

Powysze nierownosci sg prawdziwe takze w przypadku, gdy wystepujace w nich sumy
szeregOéw majg wartosé +oo.
Na koniec zauwazmy, ze

o0 o0
a,+31- Zn4ans <32- Zn4ans
=1

n=1
oraz

o (o)
a1+ Zn4ans = Zn4ans .
n=2 n=1
Udowodnilismy wiec oszacowania
o0 o0 oo
Zn4ans Z ap <32 2”4%5 ,
n=1 n=1 n=1

z ktorych wynika teza zadania dla k=4.
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