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Zadanie 461. Interesują nas rozwiązania równania

mm
2012
=nn

k

w liczbach naturalnych m, n, k większych od 2012.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie rozwiązania nie istnieją,
b) takie rozwiązania istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich rozwiązań jest nieskończenie wiele.
PRZYPOMNIENIE: Potęgowanie wykonujemy od góry: abc = a(bc).
Rozwiązanie:
Wykażemy, że podane równanie ma nieskończenie wiele rozwiązań spełniających okre-

ślone w zadaniu warunki.
W tym celu dla dowolnej liczby naturalnej n> 2012 oraz liczby całkowitej dodatniej

t przyjmijmy
m=nn

t

.

Wówczas lewa strona danego w zadaniu równania sprowadza się do postaci(
nn
t
)(nnt)2012

=n
nt·
(
nn
t
)2012
=nn

t·nnt·2012 =nn
t+2012·nt

,

a zatem wystarczy przyjąć
k= t+2012 ·nt .

Zadanie 462. Interesują nas pary liczb całkowitych dodatnich (m, n) o następują-
cej własności: Dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej k, jeżeli liczba k jest podzielna
przez m i jest podzielna przez n, to jest także podzielna przez m+n.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie pary nie istnieją,
b) takie pary istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich par jest nieskończenie wiele.
Rozwiązanie:
Udowodnimy, że takie pary (m, n) nie istnieją. W tym celu przeprowadzimy dowód

nie wprost.
Załóżmy, że para liczb naturalnych (m, n) spełnia warunki zadania. Wówczas przyjmu-

jąc k=NWW(m,n) otrzymujemy podzielność m+n|NWW(m,n). Niech d=NWD(m,n).
Po podstawieniu a=m/d oraz b=n/d dochodzimy do podzielności a+b|NWW(a,b),
a ponieważ liczby a i b są względnie pierwsze, zachodzi a+b|ab.
Wykażemy, że ostatnia podzielność nie może mieć miejsca. Zauważmy, że suma a+b

jest większa od 1 i niech p będzie dowolnym dzielnikiem pierwszym tej sumy. Wówczas
p jest dzielnikiem iloczynu ab, jest więc dzielnikiem jednego z czynników, powiedzmy,
że tym czynnikiem jest a. Skoro jednak liczby a+b oraz a są podzielne przez p, także
liczba b jest podzielna przez p. Otrzymaliśmy sprzeczność, gdyż liczby a i b są względnie
pierwsze.
Dowód nie wprost został zakończony.
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Zadanie 463. Interesują nas takie trójki liczb całkowitych dodatnich (p, q, r), że
NWD(p,q,r)= 1, a ponadto spełniona jest następująca własność:
Dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n, jeżeli liczba n jest podzielna przez p, jest

podzielna przez q i jest podzielna przez r, to jest także podzielna przez p+q+r.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie trójki nie istnieją,
b) takie trójki istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich trójek jest nieskończenie wiele.
Rozwiązanie:
Udowodnimy, że takich trójek jest nieskończenie wiele.
W tym celu przyjmijmy p=2, liczba q niech będzie dowolną liczbą nieparzystą oraz

niech r= q+2.
Wówczas dowolna liczba naturalna n podzielna przez p=2 i jednocześnie podzielna

przez liczbę nieparzystą r, jest także podzielna przez p+q+r=2r.

Uwaga: Warunki zadania są także spełnione przez trójki (p, q, r), gdzie p oraz q są
względnie pierwszymi liczbami różnej parzystości, a r= p+q. Inny przykład to trójka
(3, 4, 14).

Zadanie 464. Rozstrzygnąć zbieżność szeregu
∞∑
n=1

(2n)!!
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,

gdzie k!! = k ·(k−2) ·(k−4) ·(k−6) · ... jest iloczynem wszystkich liczb całkowitych do-
datnich nie większych od k i będących tej samej parzystości, co k.
Rozwiązanie:
Oszacujemy od góry wyraz ogólny szeregu korzystając z nierówności√
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a zatem dany w zadaniu szereg jest zbieżny na mocy kryterium porównawczego.
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Zadanie 465. Udowodnić, że istnieje taki ciąg rosnący (an) o wyrazach całkowitych
dodatnich, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej k, ciąg

(
sin k
√
an
)
jest zbieżny.

Rozwiązanie:
Rozważmy ciąg (sinn)∞n=1. Ciąg ten jest ograniczony, gdyż wszystkie jego wyrazy są

bezwzględnie nie większe od 1. Zastosujemy do tego ciągu twierdzenie Bolzano-Weier-
strassa, które mówi, że z każdego ciągu ograniczonego można wybrać podciąg zbieżny.
Istnieje zatem podciąg zbieżny ciągu (sinn)∞n=1, niech będzie to podciąg (sinb1,n)

∞
n=1

powstały przez wybór rosnącego ciągu indeksów (b1,n)
∞
n=1.

Wówczas ciąg
(
sin
√
b1,n
)∞
n=1
jest ograniczony, można więc wybrać z niego podciąg

zbieżny
(
sin
√
b2,n
)∞
n=1
wybierając z ciągu (b1,n)

∞
n=1 odpowiedni podciąg (b2,n)

∞
n=1.

Kolejnym krokiem jest wybór z ograniczonego ciągu
(
sin 3
√
b2,n
)∞
n=1
zbieżnego podcią-

gu
(
sin 3
√
b3,n
)∞
n=1
poprzez wybór podciągu (b3,n)

∞
n=1 ciągu (b2,n)

∞
n=1.

Załóżmy, że po m-tym kroku tej konstrukcji mamy wybrany ciąg indeksów (bm,n)
∞
n=1

o tej własności, że dla każdej liczby całkowitej dodatniej k¬m, ciąg
(
sin k
√
bm,n
)∞
n=1
jest

zbieżny. W krokum+1-szym wybieramy z ciągu ograniczonego
(
sin m+1

√
bm,n
)∞
n=1
zbieżny

podciąg
(
sin m+1

√
b(m+1),n

)∞
n=1
wybierając z ciągu (bm,n)

∞
n=1 podciąg

(
b(m+1),n

)∞
n=1
.

Przyjmijmy teraz an= bn,n dla n=1,2,3,...Wówczas dla dowolnej liczby naturalnej k
ciąg (an)

∞
n=k jest podciągiem ciągu (bk,n)

∞
n=k, skąd wynika zbieżność ciągu

(
sin k
√
an
)∞
n=k
,

która jest równoważna zbieżności ciągu
(
sin k
√
an
)∞
n=1
.

Zatem tak określony ciąg (an)
∞
n=1 spełnia warunki zadania.
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