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Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 6 (waga 3), Rozwiazania

Zadanie 461. Interesujg nas rozwigzania réwnania

m2012 o nk

w liczbach naturalnych m, n, k wigkszych od 2012.
Rozstrzygnac, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiazania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwigzan jest nieskonczenie wiele.
PRZYPOMNIENIE: Potegowanie wykonujemy od géry: a* =a®).
Rozwigzanie:
Wykazemy, ze podane rownanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan spetniajacych okre-
Slone w zadaniu warunki.
W tym celu dla dowolnej liczby naturalnej n > 2012 oraz liczby catkowitej dodatniej
t przyjmijmy

nt

m=n
Woéwcezas lewa strona danego w zadaniu rownania sprowadza si¢ do postaci
( t 2012 2012
0 [ n™ ) nt-<n" ) t.. nt.2012 t+2012-nt
(nn ) =n —npnn =n"

a zatem wystarczy przyjac

k=t+2012-n".

Zadanie 462. Interesujg nas pary liczb catkowitych dodatnich (m, n) o nastepuja-
cej wiasnosci: Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k, jezeli liczba k jest podzielna
przez m i jest podzielna przez n, to jest takze podzielna przez m+n.

Rozstrzygnac, czy:

a) takie pary nie istnieja,
b) takie pary istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
¢) takich par jest nieskoniczenie wiele.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze takie pary (m,n) nie istnieja. W tym celu przeprowadzimy dowdd
nie wprost.

Zatbézmy, ze para liczb naturalnych (m, n) spelia warunki zadania. Wéwczas przyjmu-
jac k=NWW (m,n) otrzymujemy podzielno$¢ m+n|NWW (m,n). Niech d=NWD(m,n).
Po podstawieniu a=m/d oraz b=n/d dochodzimy do podzielnosci a+b/NWW(a,b),
a poniewaz liczby a i b sa wzglednie pierwsze, zachodzi a -+ b|ab.

Wykazemy, ze ostatnia podzielno$¢ nie moze mie¢ miejsca. Zauwazmy, ze suma a+b
jest wieksza od 1 i niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym tej sumy. Wowczas
p jest dzielnikiem iloczynu ab, jest wiec dzielnikiem jednego z czynnikéw, powiedzmy,
ze tym czynnikiem jest a. Skoro jednak liczby a-+b oraz a sa podzielne przez p, takze
liczba b jest podzielna przez p. OtrzymaliSmy sprzecznos$é, gdyz liczby a i b sg wzglednie
pierwsze.

Dowdd nie wprost zostal zakoriczony.
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Zadanie 463. Interesuja nas takie trojki liczb catkowitych dodatnich (p, q,r), ze
NWD(p,q,r) =1, a ponadto spelniona jest nastepujaca wtasnosé:

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, jezeli liczba n jest podzielna przez p, jest
podzielna przez ¢ i jest podzielna przez r, to jest takze podzielna przez p+q-+r.

Rozstrzygnac, czy:
a) takie trojki nie istnieja,
b) takie tréjki istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich tréjek jest nieskonczenie wiele.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze takich tréjek jest nieskonczenie wiele.

W tym celu przyjmijmy p =2, liczba ¢ niech bedzie dowolng liczba nieparzysta oraz
niech r=q+2.

Wowczas dowolna liczba naturalna n podzielna przez p=2 i jednocze$nie podzielna
przez liczbe nieparzysta r, jest takze podzielna przez p+q-+r=2r.

Uwaga: Warunki zadania sa takze spelnione przez trojki (p, q, r), gdzie p oraz ¢ sa
wzglednie pierwszymi liczbami réznej parzystosci, a r =p-+q. Inny przyktad to tréjka
(3,4, 14).

Zadanie 464. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

= (2n)!
n;l (2n+3)N17

gdzie k!!=Fk-(k—2)-(k—4)-(k—6)-... jest iloczynem wszystkich liczb calkowitych do-
datnich nie wiekszych od £ i bedacych tej samej parzystosci, co k.
Rozwigzanie:
Oszacujemy od gory wyraz ogdlny szeregu korzystajac z nieréwnosci
JE-D-(+1) V-1
k VR?

<1.

Otrzymujemy
@)l 2.4.6-8-10-...-(2n—4)- (2n—2)- (2n)
(2n+3)!! 1-3-5-7-9-...-(2n—3)-(2n—1)-(2n+1)-(2n+3)
:\/5'\/3_4'\/4-6_\/6-8_\/8-10.“.

5 7 9
.\/(Qn—4)-(2n—2).\/(271—2)-(271). Jn 3
2n—3 2n—1 (2n+1)-(2n+3)
V2n V2n 1
<v2 @nt1)-(2n+3) vz (2n+0)-(2n+0) 2nyn’
Stad
" = (o)t _1& 1
2 a3l S22 nym <

a zatem dany w zadaniu szereg jest zbiezny na mocy kryterium poréwnawczego.
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Zadanie 465. Udowodnié, ze istnieje taki ciag rosnacy (a,) o wyrazach catkowitych

dodatnich, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k, ciag (sin %) jest zbiezny.

Rozwigzanie:

Rozwazmy ciagg (sinn) - . Ciag ten jest ograniczony, gdyz wszystkie jego wyrazy sa
bezwzglednie nie wieksze od 1. Zastosujemy do tego ciagu twierdzenie Bolzano-Weier-
strassa, ktére mowi, ze z kazdego ciggu ograniczonego mozna wybra¢ podciag zbiezny.

Istnieje zatem podciag zbiezny ciagu (sinn) -, niech bedzie to podciag (sinby ) "

n=1" n=1
00

powstaly przez wybér rosnacego ciggu indekséw (by ;).

Wowczas ciag (sin@)il jest ograniczony, mozna wiec wybra¢ z niego podciag
zbiezny (sin bz,n>:;1 wybierajac z ciggu (b1,),, odpowiedni podciag (ban), ;-

Kolejnym krokiem jest wybor z ograniczonego ciagu (sin i”/@) 20:1 zbieznego podcia-
gu (Sin i”/@)oil poprzez wybér podciagu (bs ).~ ciagu (bon) ;.

n
[e.9]

Zatézmy, ze po m-tym kroku tej konstrukcji mamy wybrany ciag indekséw (byn).~,

o tej wtasnosci, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k <m, ciag (sin & bmn)(x:l jest
zbiezny. W kroku m+1-szym wybieramy z ciggu ograniczonego (sin ml/ bmm)oil zbiezny
podciag (sin m+,1/b(m+1)7n)n:1 wybierajac z ciagu (by,.), -, podciag (b(mﬂ),n)

Przyjmijmy teraz a,, = b, , dlan=1,2,3,... Wéwczas dla dowolnej liczby naturalnej &

[%9)
n=1
[es)

ciag (an), ., jest podciagiem ciggu (by,) -, , skad wynika zbiezno$¢ ciagu (sin k an)oo_k,

. 7’ . . . 7’ . . . oo
ktora jest rownowazna zbieznosci ciggu (sm k an> v
n=

Zatem tak okreslony ciag (a,),., spelnia warunki zadania.

-3- Liga Zadaniowa, Edycja IV, Seria 6 (waga 3), Rozwigzania

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



