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Liga Zadaniowa, Edycja V, Seria 2, Rozwigzania

Zadanie 521. Rozwiaza¢ réwnanie
z=2-[z]-{x}
w liczbach rzeczywistych dodatnich x.

Uwaga: [z] oraz {2} oznaczaja odpowiednio cze$¢ catkowita i cze$¢ utamkowsq liczby .
Rozwigzanie:
Oznaczmy n = [z] oraz a ={z} . Wowczas dane w zadniu réwnanie przyjmuje postaé
n+a=2an,
co przeksztatcamy kolejno jako
2an—a—n=0,
2 + L1
an—a—n+—==—
2 27
dan—2a—2n+1=1,

(2a—1)-2n—1)=1,

1
20— 1= ,
2n—1
1 2n
0= 2n—1+1 _2n-1 M
2 2 n—1"

Dla n=1 otrzymujemy a =1, co nie spetnia warunkéw zadania, jednak dla kazdego
n > 2 dostajemy rozwigzanie danego réwania.

Odpowiedz: Ré6wnanie ma rozwigzania dodatnie dane wzorem

. n
r=n+-——
2n—1"
gdzie n przebiega liczby naturalne wieksze od 1.

Zadanie 522. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktérych prawdziwe
jest ponizsze twierdzenie.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych 1, xs, x3, ..., x,, spetniajacych réwnosci

n 2 n 2n+1
Z s (2n—2 2
x; = ] oraz in— 3
i=1 n-— i=1
zachodzi nier6wnos¢
24n—2
> wiw;> 21
I<i<j<n
Rozwigzanie:
Oznaczmy
n n
_ 2 - ) — .
K=Y, $=Yu, T= 3 aa.
i=1 i=1 1<i<j<n
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Wéwezas S? = K + 2T, skad

S?2—K
T =
2
Jezeli X
2 _ 2n+1
K= n-2 oraz S= 2 ,
n—1 13
to 2 2 2
22n+1 2n—2 22n+1 _
T:S2_K:( 3 ) _(n—1> <( 3 ) :24n+1<24n+1:24n 2
2 2 2 169 168 21

a wiec dana w tezie zadania nieréwnoscé jest falszywa, gdyz udowodnilismy jej prawdzi-
wo$¢ w przeciwng strone.

Zatem rozwigzanie zadania wydaje si¢ zakonczone z odpowiedzia: Nie ma liczb natu-
ralnych spetniajacych warunki zadania.

Tymczasem nie doszliSmy jeszcze do gtéwnej trudnosci zadania. Nalezy bowiem zba-
da¢, dla ktorych n zatozenia zadania nie dopuszczajg istnienia odpowiednich liczb rze-
czywistych zq, xs9, x3, ..., ,. Dla tych n nieréwnos¢ podana w tezie zadania spetniona
bedzie w prozni.

W tym celu skorzystamy z nierownosci Cauchy’ego-Schwarza, ktérg mozna zaprezen-
towa¢ w jezyku iloczynu skalarnego.

Rozwazmy nastepujace dwa wektory w R™:

U= .Tl,.TQ,ZU:;,.. )

(D)

gdzie, jak poprzednio, K = Zx Wowcezas oba wektory maja dtugos¢ v K, a ich ilo-
=1

czyn skalarny, przy odpow1edn1m wyborze wektora v, moze przyjmowac dowoln@ wartos¢
z przedziatu [— K, K].
Poniewaz iloczyn skalarny wektoréw v i w jest rowny

n K\ [K & K

zachodzi nieréwnosé

co jest rownowazne nieréwnosci

czyli
S2<Kn.

Oznacza to, ze warunki zadania sg spetnione przez te liczby n, dla ktérych zachodzi
nier6wnoéé¢ S? > Kn, wykluczajaca istnienie liczb 1, 29, 23, ..., Tp.
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Zapiszmy te nier6wnos¢ w postaci

SQ
—>1
Kn~ 7’
czyli
24n+2
>1
2n—2\ 2
169n- (' 7)
Oznaczmy
24n+2
p=—"—"""""5
169n- (> 7)
i oszacujmy iloraz
N2
U1 04n+6 1697 - (2:712) B 16n,-nt B
ap 169-(n+1)-(277)2 24n+2 (n+1)-(2n)?-(2n—1)2
_ 4n? B 4n? _ 4n? _
T (n+1)-2n—1)2  (n+1)-(4n2—4n+1)  4nd—dn24n+dAn?—4n+1
4n3 4n?

>1.

A3 —3n+1 4n3—(3n—1)

Zatem ciag (a,,) jest rosnacy. Poniewaz interesuje nas wyznaczenie jego wyrazéw wiek-
szych od 1, wystarczy wskaza¢ dwa kolejne wyrazy, z ktorych jeden jest mniejszy, a drugi
wiekszy od 1.

Dla n =4 mamy

218 218 ( 29 )2 (512)2<1
a4: _= = _= _— .
169-4- (g)z 169-4-202  \ 13-40 520

Z kolei dla n =25 otrzymujemy

2

922 922 911 2 911
— = > _— e

211 2 213 2 213 2 8192 2
— _ = — = = —— >1.
(13-2-70) (13~9~70> <9~910> (8190)

Odpowiedz: Warunki zadania speliaja wszystkie liczby naturalne n > 5.

Qs —

Zadanie 523. Na potrzeby tego zadania, liczbe naturalng n nazwiemy mocno ztozong,
jezeli kazdy jej dzielnik pierwszy jest mniejszy od /n.

Dowies¢, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek kolejnych liczb naturalnych mocno
ztozonych.

Rozwigzanie:

Dla liczby catkowitej dodatniej k rozwazmy trzy kolejne liczby naturalne:

Ak —1=(2k*—1)- (2K +1)
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4k*=2-2-k-k-k-k,

Ak'+1= (2K =2k +1) - (2K + 2k +1) .

Liczby te spelniaja warunki zadania, o ile czynniki 2k? + 1 oraz 2k? + 2k 41 sa zlozone.

Jezeli liczba k jest wigksza od 1 i daje reszte 1 przy dzieleniu przez 15, to liczba
2k?+1 jest zlozona jako podzielna przez 3 i wicksza od 3, natomiast liczba 2k? +2k+1
jest ztozona jako podzielna przez 5 i wieksza od 5.

Odpowiedz: Warunki zadania spetniajg podane wyzej liczby, gdzie liczba naturalna k
jest wieksza od 11 daje reszte 1 przy dzieleniu przez 15.

Zadanie 524. Wyznaczy¢ kres gérny zbioru liczb postaci
abc+ bed + cde+ dea+ eab ,

gdzie a, b, ¢, d, e przebiegaja wszystkie piatki liczb rzeczywistych nieujemnych spetniaja-
cych warunek
a+b+c+d+e=5.

Rozwigzanie:
Sposéb I:
Zauwazmy, ze dany w zadaniu zbior jest ograniczony z gory, gdyz z warunkow zadania
wynika, ze liczby a, b, ¢, d, e sa nie wieksze od 5, a to z kolei prowadzi do oszacowania
abc+bed+ cde +dea+eab< 5-5° =5* =625 .

Wobec tego szukany kres gérny jest skonczony i oznaczmy go przez K. Wykazemy,
ze K jest elementem danego zbioru.
Niech dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n, liczby a,, b,, ¢, d,, €, spetiaja
warunki
ap+b,+c,+d,+e,=5

oraz

1
anbncy, +bnend, +cndne, +dpenan, +enanby, > K ——.
n

Istnienie takich liczb wynika z definicji kresu gérnego.

Poniewaz ciag (a,), ., jest ograniczony, mozna z niego wybraé¢ podcigg zbiezny

(am )20:1 .

Poniewaz ciag (by, )., jest ograniczony, mozna z niego wybraé podciag zbiezny

(bnki)io:1 ’

o jest ograniczony, mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny

00
7/ 3=1
e

Poniewaz ciag (dnk, ) jest ograniczony, mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny
Zj .

Jj=1
o
(dnki, ) .
Im / m=1
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Otrzymujemy zatem zbiezne ciagi

(0.9] o oo [0.9]
Im J m=1 Im /) m=1 Im /) m=1 im J m=1

a wobec rownosci

enki]. :5_%1%, —bn,  —Cn,.  —dp,
m

Jm “im “im “im

oo
Im / m=1

a= lim a,,
m—oo ij

zbiezny jest takze ciag

Niech teraz

)
m

b= lim b,

m—00 kijm

c= lim c,,

m—00

i )
Jm

d=Jm d,,,
Im
e= lime,, .

m—oo g,
Wowczas przechodzac w nieréwnosciach
K—--< Q. bnk Cny,. +bnk Cny. dnk +an. dnk €ny. +dnk Cni, Any. +6nk. Qp,. bnk. < K
n Yim timdm Yim Yim Yim Yimo "dm Ydm Yim Ydm Ydm Yim o Yim Yim
z m do nieskonczonosci, na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
abc+bcd+cde+dea+eab=K .

Udowodnilismy, ze kres gérny danego zbioru jest osiggany, mamy wi¢c do czynienia
z zagadnieniem znalezienia najwickszej wartosci wyrazenia danego w tresci zadania.

Dla a =b=c=d=e=1 mamy abc+ bcd+ cde+ dea+eab=>5, skad wynika, ze K > 5.

Niech teraz a, b, ¢, d, e beda liczbami, dla ktérych osiggana jest najwicksza wartosé
danego w zadaniu wyrazenia.

Gdyby ktorakolwiek z liczb a, b, ¢, d, e byta rowna 0, np. e =0, dane w zadaniu wyra-
zenie miatoby wartosé

3 d b 3
abc+bed = (a+d)be = ( 3 (a+d)bc> < (W—);—ﬂ)

=5< K.

atb+ctdte)’ <5)3_125 125
3 ~\3/ 27 " 25

Stad wynika, ze liczby a, b, ¢, d, e sg dodatnie.
Przy ustalonych b, d, e sprébujmy zmieniac a, ¢ zachowujac ich sume s. Otrzymujemy

abc+bed+ cde+dea+ eab= (a+c)de +b(ac+cd+ae) =
=sde+b-(a(s—a)+(s—a)d+ae) = sde+bsd+b- (as—az—ad~|—ae) =

=sde+bsd+0b- (a(s—d+e)—a2) =
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_ 2 _ 2
:sde+bsd+b-<(8 (i+e) —(S Ci+€) +a(s—d—|—e)—a2>:
2
:Sd6+b8d+b-((S—d+e)2_<s—d+e—a> ):
4 2

= sde+bsd
sae—+0bsd—+ 1 5

Pierwsze trzy sktadniki ostatniej sumy zalezg tylko od b, d, e, s, natomiast czwarty, gdyby
byl niezerowy, moégtby zosta¢ zwigkszony przez zmniejszenie lub zwigkszenie liczby a
kosztem ¢ — poniewaz obie liczby sa niezerowe, taka zmiana jest mozliwa.

Skoro liczby a, b, ¢, d, e maksymalizujg dane w zadaniu wyrazenie, a przy tym b >0,
musi zachodzié¢ réwnosé

b(s—d+e)? i (s—d+e—2a>2

s—d+e—2a=0,
czyli
c—d+e—a=0,
co mozna zapisa¢ jako
cte=a+d.
Analogicznie dochodzimy do réwnosci
c+e=b+d,
skad a =101 podobnie b= c=d=e. Wobec tego najwigksza warto$¢ wyrazenia jest przyj-
mowana dla a=b=c=d=e=1.
Odpowiedz: Kres gorny danego zbioru jest rowny 5.
Sposéb 1I:
Oznaczmy przez S sume iloczynéw dang w tresci zadania i zauwazmy, ze
S =abc+bcd+cde+def+efa=a(b+d)(c+e)+cd(b+e—a).
Bez szkody dla ogdlnosci rozwigzania mozemy zalozy¢, ze a jest najmniejsza z liczb
a,b,c d,e.
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy
b+d+cte)’ (5—a)2
2 S\ 2

(b+d)(c+e)<<

oraz

c+d+(b+e—a)>3: (5—2@)3

d(b+e—a)<
cd(b+e a)( 3 3

zauwazajac, ze b+e—a=b+(e—a)>b>0.
Zatem
S (5—a>2+<5—2a)3
DA 3 )
5—a\? (5—2a\* 5(a—1)%(a+38)
: —5_
(“(2>+<3>> 108
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wynika nieréwnosé S < 5, co w potaczeniu z S =5 dla a=b=c=d =e =1 pozwala udzie-
li¢ odpowiedzi:

Odpowiedz: Kres gorny danego zbioru jest rowny 5.

Zadanie 525. Wyznaczy¢ kres gérny zbioru liczb postaci
abc+bed+cde+def +efa+ fab,

gdzie a, b, ¢, d, e, f przebiegajg wszystkie szostki liczb rzeczywistych nieujemnych spet-
niajacych warunek
a+b+c+d+e+ f=6.

Rozwigzanie:

Niech a, b, ¢, d, e, f beda liczbami rzeczywistymi nieujemnymi spetniajacymi warunek
a+b+c+d+e+f=6.

Przeprowadzamy nastepujace oszacowania, korzystajac z nierownosci miedzy srednig
arytmetyczng i geometryczng:

abc+bcd+cde+def +efa+ fab<abc+bed+cde+def+efa+ fab+ace+bdf =
3 3
:(a+d)(b+e)(c+f):({’/(a+d)(b+e)(c+f)> <((a+d)+(b+e)+(c+f)) _

3
_ <a+b+c+d+e+f>3_ <6>3_23_8

3 3

Poniewaz kazdy element danego w zadaniu zbioru jest nie wigkszy od 8, kres gérny
tego zbioru jest nie wigkszy od 8.

Pozostaje zauwazy¢, ze liczba 8 jest elementem tego zbioru, gdyz wystarczy przyjac
a=b=c=2orazd=e=f=0.

Odpowiedz: Kres gorny danego zbioru jest rowny 8.
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