
Liga Zadaniowa, Edycja V, Seria 3, Rozwiązania

Zadanie 531. Wyznaczyć najmniejszą i największą wartość wyrażenia
2013∏
k=2

logk nk ,

gdzie (n2, n3, n4, ..., n2013) przebiega wszystkie permutacje zbioru {2, 3, 4, ..., 2013}.
Rozwiązanie:
Korzystając ze wzoru

loga b=
logc b
logc a

otrzymujemy

2013∏
k=2

logk nk=
2013∏
k=2

log2 nk
log2 k

=

2013∏
k=2
log2 nk

2013∏
k=2
log2 k

=1 ,

gdyż czynniki iloczynów występujących w liczniku i mianowniku ostatniego ułamka są
takie same, różnią się tylko kolejnością.

Odpowiedź: Dane w zadaniu wyrażenie zawsze ma wartość 1, jest to więc zarówno
najmniejsza, jak i największa jego wartość.

Zadanie 532. Obliczyć sumę szeregu
∞∑
n=1

n4

3n
.

Rozwiązanie:

Zbieżność szeregu
∞∑
n=1

nk

3n
, gdzie k jest dowolną liczbą całkowitą nieujemną, można

udowodnić stosując kryterium d’Alemberta lub Cauchy’ego (standardowy dowód pomi-
jamy).
Niech

Sk=
∞∑
n=1

nk

3n
.

Ze wzoru na sumę szeregu geometrycznego mamy

S0=
∞∑
n=1

1
3n
=
1
2
.

Ponadto dokonując przenumerowania składników szeregu otrzymujemy

Sk=
∞∑
m=0

(m+1)k

3m+1
=
1
3
+
∞∑
m=1

(m+1)k

3m+1
=
1
3
+
∞∑
m=1

k∑
i=0

(
k
i

)
mi

3m+1
=
1
3
+
k∑
i=0

((
k

i

)
·
∞∑
m=1

mi

3m+1

)
=

=
1
3
+
k∑
i=0

(
1
3
·
(
k

i

)
·
∞∑
m=1

mi

3m

)
=
1
3
+
1
3
·
k∑
i=0

((
k

i

)
·Si
)
=
1
3
+
1
3
·
k−1∑
i=0

((
k

i

)
·Si
)
+
Sk
3
,

skąd otrzymujmy kolejno:

2Sk
3
=
1
3
+
1
3
·
k−1∑
i=0

((
k

i

)
·Si
)
,
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Sk=
1
2
+
1
2
·
k−1∑
i=0

((
k

i

)
·Si
)
.

Otrzymaliśmy wzór rekurencyjny, który pozwala obliczyć sumę S4 danego szeregu:

S1=
1
2
+
1
2
·S0=

1
2
+
1
2
· 1
2
=
1
2
+
1
4
=
3
4
,

S2=
1
2
+
1
2
·(S0+2S1)=

1
2
+
1
2
·
(1
2
+2 · 3
4

)
=
1
2
+
1
2
·
(1
2
+
3
2

)
=
1
2
+
1
2
·2= 1
2
+1=

3
2
,

S3=
1
2
+
1
2
·(S0+3S1+3S2)=

1
2
+
1
2
·
(1
2
+3 · 3
4
+3 · 3
2

)
=
1
2
+
1
2
·
(1
2
+
9
4
+
9
2

)
=

=
1
2
+
1
2
· 29
4
=
1
2
+
29
8
=
33
8
,

S4=
1
2
+
1
2
·(S0+4S1+6S2+4S3)=

1
2
+
1
2
·
(1
2
+4 · 3
4
+6 · 3
2
+4 · 33
8

)
=

=
1
2
+
1
2
·
(1
2
+3+9+

33
2

)
=
1
2
+
1
2
·29=15 .

Odpowiedź: Suma szeregu jest równa 15.

Zadanie 533. Dowieść, że dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a, b, c, d
spełniających warunek a+b+c+d=1, zachodzi nierówność√
1+a2+b2+c2+d2−2a+

√
1+a2+b2+c2+d2−2b+

√
1+a2+b2+c2+d2−2c+

+
√
1+a2+b2+c2+d2−2d­ 2

√
3 .

Rozwiązanie:
Zanim przystąpimy do dowodu podanej nierówności, rozwiążemy kilka zagadnień

z geometrii przestrzennej.

Zagadnienie 1
Który punkt czworościanu foremnego (wewnętrzny lub leżący na brzegu) ma naj-

mniejszą sumę odległości od ścian czworościanu?

Jeżeli punkt S jest punktem wewnętrznym czworościanu foremnego ABCD, to odle-
głości punktu S od ścian czworościanu ABCD są wysokościami czworościanów ABCS,
ABDS, ACDS, BCDS opuszczonymi z wierzchołka S. Ściany tych czworościanów, le-
żące naprzeciwko wierzchołka S, są trójkątami równobocznymi przystającymi do ścian
czworościanu ABCD. Ponieważ czworościan ABCD jest sumą tych czterech czworościa-
nów, jego objętość jest sumą ich objętości. Biorąc pod uwagę, że objętość czworościanu
jest jedną trzecią iloczynu wysokości i pola podstawy, wnioskujemy, że suma wysokości
czterech czworościanów podziału jest równa wysokości czworościanu ABCD.
W przypadku, gdy punkt S leży na brzegu czworościanu ABCD, rozumowanie jest

analogiczne, z tym że liczba czworościanów podziału jest mniejsza od 4.

Wykazaliśmy więc, że każdy punkt czworościanu foremnego ma taką samą sumę od-
ległości od ścian, równą wysokości czworościanu.
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Zagadnienie 2
Który punkt czworościanu foremnego ABCD ma najmniejszą sumę odległości od

ściany ABC i wierzchołka D ?

Niech S będzie punktem czworościanu ABCD, a S ′ jego rzutem prostokątnym na
płaszczyznę ABC. Wówczas odcinki (być może jeden z nich degeneruje się do punktu)
DS i SS ′ tworzą łamaną łączącą wierzchołek D ze ścianą ABC. Długość tej łamanej jest
nie mniejsza niż odległość punktu D od płaszczyzny ściany ABC, przy czym równość
zachodzi tylko wtedy, gdy łamana ta jest odcinkiem prostopadłym do płaszczyzny ściany
ABC, czyli wysokością czworościanu ABCD. A to ma miejsce, gdy punkt S leży na tejże
wysokości.

Zatem wykazaliśmy, że najmniejsza suma odległości od ściany ABC i wierzchołka D,
równa wysokości czworościanu, jest realizowana przez punkty leżące na wysokości opusz-
czonej z wierzchołka D.

Zagadnienie 3
Który punkt czworościanu foremnego ma najmniejszą sumę ośmiu odległości, od

wszystkich ścian i wierzchołków czworościanu?

Zauważmy, że osiem odległości można połączyć w cztery pary: odległość od wierz-
chołka i przeciwległej ściany. Suma każdej pary odległości jest najmniejsza, gdy wybra-
ny punkt leży na odpowiedniej wysokości czworościanu. Zatem suma wszystkich ośmiu
odległości jest najmniejsza dla punktu leżącego na przecięciu wysokości czworościanu,
czyli dla środka ciężkości czworościanu.

Zagadnienie 4
Który punkt czworościanu foremnego ma najmniejszą sumę odległości od wierzchoł-

ków czworościanu?

Z zagadnień 1 i 3 wynika, że tym punktem jest środek ciężkości czworościanu.

Przystąpimy teraz do dowodu nierówności podanej w treści zadania. Rozważmy w R4

czworościan foremny o wierzchołkach (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) i (0, 0, 0, 1).
Wówczas punkty tego czworościanu mają postać (a, b, c, d), gdzie a, b, c, d są liczbami

rzeczywistymi nieujemnymi spełniającymi warunek a+b+c+d=1.
Suma odległości punktu (a, b, c, d) od wierzchołków czworościanu jest wówczas równa

lewej stronie nierówności danej w treści zadania. Udowodniliśmy, że suma ta przyjmuje
najmniejszą wartość, gdy punkt (a, b, c, d) jest środkiem ciężkości czworościanu, czyli dla
a= b= c= d=1/4. Obliczamy bezpośrednio, że w tym przypadku każdy ze składników
występujących po lewej stronie nierówności ma wartość√

1+
1
16
+
1
16
+
1
16
+
1
16
− 2
4
=

√
3
4
=

√
3
2
,

a zatem cała suma jest równa 2
√
3, co kończy rozwiązanie zadania.
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Zadanie 534. Interesują nas rozwiązania równania 13 ·
(
n

k

)
=
(
n

k+2

)
w liczbach

całkowitych nieujemnych n, k spełniających nierówność k+2¬n.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie rozwiązania nie istnieją,
b) takie rozwiązania istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich rozwiązań jest nieskończenie wiele.
Rozwiązanie:
Korzystając ze wzoru na wartość współczynnika dwumianowego, zapisujemy dane

równanie w postaci

13 · n!
k! ·(n−k)!

=
n!

(k+2)! ·(n−k−2)!
,

co po uproszczeniu prowadzi kolejno do:
13

(n−k−1) ·(n−k)
=

1
(k+1) ·(k+2)

,

13 ·(k+1) ·(k+2)= (n−k−1) ·(n−k) ,

13 ·
((
k+
3
2

)2
− 1
4

)
=
(
n−k− 1

2

)2
− 1
4
,

13 ·
(
(2k+3)2−1

)
=(2n−2k−1)2−1 ,

(2n−2k−1)2−13 ·(2k+3)2=−12 .

Zadanie sprowadza się więc do określenia liczby rozwiązań równania

x2−13y2=−12 , (♣)
w liczbach nieparzystych

x­ 3 oraz y­ 3 . (♦)

Wystarczy wówczas przyjąć

k=
y−3
2

oraz n=
x+1+2k
2

=
x+y−2
2

.

Wykażemy, że dane w zadaniu równanie ma nieskończenie wiele rozwiązań. W tym
celu poszukamy rozwiązań (x,y) równania (♣) określonych wzorem

x+y
√
13=

(
a+b
√
13
)
·
(
c+d
√
13
)i
,

gdzie i jest liczbą całkowitą dodatnią, a niezerowe liczby całkowite a, b, c, d są tak
dobrane, aby

a2−13b2=−12 oraz c2−13d2=1 .

Zauważmy, że rozwiązaniem równania (♣) jest para (x,y)= (1,1), nie spełnia ona
jednak nierówności (♦). Te obserwacje prowadzą do równości(

1+
√
13
)
·
(
1−
√
13
)
=−12 .

Można zatem przyjąć a= b=1.
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Rozważając równanie e2−13f 2=−1, znajdujemy rozwiązanie (e,f)= (18,5), co moż-
na wyrazić jako (

18+5
√
13
)
·
(
18−5

√
13
)
=−1 .

Przyjmując
c+d
√
13=

(
18+5

√
13
)2
=649+180

√
13

otrzymujemy rozwiązanie (c,d)= (649,180), co można zapisać jako(
649+180

√
13
)
·
(
649−180

√
13
)
=
(
18+5

√
13
)2
·
(
18−5

√
13
)2
=

=
((
18+5

√
13
)
·
(
18−5

√
13
))2
=(−1)2=1 .

Niech teraz dla dowolnej dodatniej liczby całkowitej i, liczby xi oraz yi będą takimi
dodatnim liczbami całkowitymi, że

xi+yi
√
13=

(
1+
√
13
)
·
(
649+180

√
13
)i
.

Wówczas zachodzi równość

xi−yi
√
13=

(
1−
√
13
)
·
(
649−180

√
13
)i
,

skąd
x2i −13y2i =

(
xi+yi

√
13
)
·
(
xi−yi

√
13
)
=

=
(
1+
√
13
)
·
(
649+180

√
13
)i
·
(
1−
√
13
)
·
(
649−180

√
13
)i
=

=
(
1+
√
13
)
·
(
1−
√
13
)
·
((
649+180

√
13
)
·
(
649−180

√
13
))i
=−12 ·1i=−12 ,

a zatem para liczb (x,y)= (xi,yi) spełnia równanie (♣). Pozostaje udowodnić warunek
(♦) oraz nieparzystość liczb x,y.
Ponieważ dla każdej dodatniej liczby całkowitej i zachodzi równość

xi+1+yi+1
√
13=

(
xi+yi

√
13
)
·
(
649+180

√
13
)
,

liczby xi, yi spełniają równania rekurencyjne

xi+1=649xi+2340yi oraz yi+1=180xi+649yi . (♥)
Para (x,y)= (x1,y1)= (2989,829) spełnia nierówności (♦), a z rekurencji (♥) wynika, że
ciągi (xi) oraz (yi) są rosnące, zatem nierówności (♦) są spełnione. Z rekurencji (♥)
oraz nieparzystości liczb x1,y1, przez łatwą indukcję wynika nieparzystość liczb xi,yi dla
dowolnego i­ 1.
Tym samym wykazaliśmy istnienie nieskończenie wielu par liczb (n,k) spełniających

warunki zadania.

Uwaga: Zaprezentowana metoda nie daje wszystkich rozwiązań zadania. Najmniejsze
rozwiązania to:

x=25, y=7, n=15, k=2 ,

x=155, y=43, n=98, k=20 ,

x=1691, y=469, n=1079, k=233 ,

x=2989, y=829, n=1908, k=413 .
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W najmniejszym rozwiązaniu mamy(
15
2

)
=105,

(
15
4

)
=1365 .

Zadanie 535. Interesują nas rozwiązania równania 100 ·
(
n

k

)
=
(
n

k+2

)
w liczbach

całkowitych nieujemnych n, k spełniających nierówność k+2¬n.
Rozstrzygnąć, czy:

a) takie rozwiązania nie istnieją,
b) takie rozwiązania istnieją, ale jest ich skończenie wiele,
c) takich rozwiązań jest nieskończenie wiele.
Rozwiązanie:
Korzystając ze wzoru na wartość współczynnika dwumianowego, zapisujemy dane

równanie w postaci

100 · n!
k! ·(n−k)!

=
n!

(k+2)! ·(n−k−2)!
,

co po uproszczeniu prowadzi kolejno do:
100

(n−k−1) ·(n−k)
=

1
(k+1) ·(k+2)

,

100 ·(k+1) ·(k+2)= (n−k−1) ·(n−k) ,

100 ·
((
k+
3
2

)2
− 1
4

)
=
(
n−k− 1

2

)2
− 1
4
,

100 ·
(
(2k+3)2−1

)
=(2n−2k−1)2−1 ,

(2n−2k−1)2−100 ·(2k+3)2=−99 .

Zadanie sprowadza się więc do określenia liczby rozwiązań równania

x2−100y2=−99 , (♠)
w liczbach nieparzystych

x­ 3 oraz y­ 3 . (♠♠)

Wystarczy wówczas przyjąć

k=
y−3
2

oraz n=
x+1+2k
2

=
x+y−2
2

.

Równanie (♠) można przepisać w postaci
99= (10y−x)(10y+x) ,

z której widać, że ma ono skończenie wiele rozwiązań. Możemy wypisać wszystkie rozwią-
zania, gdyż odpowiadają one rozkładom liczby 99 na iloczyn dwóch liczb naturalnych.
I tak, rozkład 9 ·11 prowadzi do x= y=1, co nie spełnia nierówności (♠♠).
Rozkład 3 ·33 nie daje całkowitych wartości x,y.
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Natomiast z rozkładu 1 ·99 otrzymujemy jedyne rozwiązanie spełniające warunki za-
dania, a mianowicie x=49, y=5, co prowadzi do k=1 oraz n=26. Można sprawdzić,
że wówczas (

26
1

)
=26 oraz

(
26
3

)
=2600 .

Odpowiedź: Dane równanie ma dokładnie jedno rozwiązanie spełniające warunki
zadania.
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