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2013
Zadanie 531. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ wyrazenia H log;. ng. ,
k=2
gdzie (ng, ng, na, ..., nog13) przebiega wszystkie permutacje zbioru {2, 3,4, ..., 2013}.
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru
log,. b
log, b= Be
log,.a
otrzymujemy
210_1[3l
2013 2013 0o Mg
logyne =
k=2 k=2 H 10g2 k
k=2

gdyz czynniki iloczynéw wystepujacych w liczniku i mianowniku ostatniego utamka sa
takie same, réznig sie tylko kolejnoscia.

Odpowiedz: Dane w zadaniu wyrazenie zawsze ma wartosé¢ 1, jest to wiec zaréwno
najmniejsza, jak i najwieksza jego wartos¢.

o 4
Zadanie 532. Obliczy¢ sume szeregu Z ;Ln .
n=1
Rozwigzanie:
o k

n
Zbieznos¢ szeregu Zg—n, gdzie k jest dowolng liczba calkowita nieujemng, mozna

n=1
udowodnié stosujac kryterium d’Alemberta lub Cauchy’ego (standardowy dowdd pomi-
jamy).
Niech
9] nk’
Sk=>) —.
n=1 3"

Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego mamy

> 1 1

S = _— = —

’ n=1 3" 2

Ponadto dokonujac przenumerowania sktadnikéw szeregu otrzymujemy
ok
> (m+1)* 1 & (m+1)F 1 & Z;(z)m 1T E (K & m
S’f_z_:o gm+1 _§+z_:1 gm+1 _§+z_:1 gm+1 _§+;) i — 3t -
1

1 &1 (kN &mi 1 1 K[k 1 1 =k S},
—3+;(3'(@.)glgm)—3+3-;((i)‘&)—3+3~i_0((i)-&-)+3,

skad otrzymujmy kolejno:

25, 1 123/ (k
Sho g 5,
3 3 * 3 ; i
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Otrzymalidmy wzor rekurencyjny, ktory pozwala obliczy¢ sume Sy danego szeregu:

1 1 1 1 1 1 1 3
Si=gty =gty 2 SR L
1 1 1 1 /1 3 3 1 1 3
== 28) =4~ (=422 N Zo=-41="
So= g +g Bo+25) =545 (2+ 4) <+2> 2T T Ty
1 1 1 1 /1 3 3 1 1,1 9 9
Sy=gtg (S5 88 =54 g (5435435 =545 (5 +3) -
1,129 1 29 33
22 4 2 8 8’
11 1 1,1 3 .3 33
o (Sot4 4S5 = 4~ (=44.° 4.2 =
Si= 3+ (Sot S +68,+48y) = 5+ 2+ (54446 D44 )
1 1 /1 33 1 1
S S 4-.29=15.
2+2 (2+3+9+2> 2+2 9 5

Odpowiedz: Suma szeregu jest rowna 15.

Zadanie 533. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych nieujemnych a, b, ¢, d
spetiajacych warunek a+b+c+d =1, zachodzi nieré6wnos¢

V1424022 +2+d2 =20+ V1+2+02++d2—204+V1+a2+ 02+ 2+ d2—2c+
T VIT2 TR+ d2—2d>2V3.

Rozwigzanie:
Zanim przystapimy do dowodu podanej nieréwnosci, rozwigzemy kilka zagadnien
7 geometrii przestrzenne;.

Zagadnienie 1
Ktory punkt czworo$cianu foremnego (wewnetrzny lub lezacy na brzegu) ma naj-
mniejszg sume odlegtosci od Scian czworos$cianu?

Jezeli punkt S jest punktem wewnetrznym czworoscianu foremnego ABC D, to odle-
gtosci punktu S od Scian czworoscianu ABC'D sa wysokosciami czworo$cianow ABC'S,
ABDS, ACDS, BCDS opuszczonymi z wierzchotka S. Sciany tych czworoscianéw, le-
zace naprzeciwko wierzchotka S, sg trojkatami réwnobocznymi przystajacymi do Scian
czworoscianu ABC'D. Poniewaz czworo$cian ABC'D jest sumg tych czterech czworoscia-
now, jego objetosc jest suma ich objetosci. Biorac pod uwage, ze objetos¢ czworoscianu
jest jedng trzecia iloczynu wysokosci i pola podstawy, wnioskujemy, ze suma wysokosci
czterech czworosciandéw podziatu jest réwna wysokosci czworoscianu ABC'D.

W przypadku, gdy punkt S lezy na brzegu czworoscianu ABC D, rozumowanie jest
analogiczne, z tym ze liczba czworo$cianéw podziatu jest mniejsza od 4.

Wykazalismy wiec, ze kazdy punkt czworoscianu foremnego ma takg samg sume od-
legtosci od $cian, rowna wysokosci czworoscianu.
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Zagadnienie 2

Ktory punkt czworoscianu foremnego ABC'D ma najmniejsza sume odlegtosci od
sciany ABC' i wierzchotka D 7

Niech S bedzie punktem czworo$cianu ABCD, a S’ jego rzutem prostokatnym na
ptaszczyzne ABC. Woéwczas odcinki (byé moze jeden z nich degeneruje sie do punktu)
DS 1SS’ tworzg tamang taczacag wierzcholek D ze Sciang ABC'. Dlugosé tej tamanej jest
nie mniejsza niz odlegto$¢ punktu D od ptaszczyzny $ciany ABC, przy czym rownosé
zachodzi tylko wtedy, gdy tamana ta jest odcinkiem prostopadtym do ptaszczyzny Sciany
ABC, czyli wysokoscig czworo$cianu ABC'D. A to ma miejsce, gdy punkt S lezy na tejze
wysokosci.

Zatem wykazaliSmy, ze najmniejsza suma odlegtosci od $ciany ABC' i wierzchotka D,
rowna wysokosci czworo$cianu, jest realizowana przez punkty lezace na wysoko$ci opusz-
czonej z wierzchotka D.

Zagadnienie 3

Ktory punkt czworoécianu foremnego ma najmniejszg sume osmiu odlegtosci, od
wszystkich Scian i wierzchotkéw czworoécianu?

Zauwazmy, ze osiem odlegtodci mozna potaczy¢ w cztery pary: odlegtosé od wierz-
chotka i przeciwlegtej Sciany. Suma kazdej pary odlegtosci jest najmniejsza, gdy wybra-
ny punkt lezy na odpowiedniej wysokosci czworoscianu. Zatem suma wszystkich oSmiu
odleglosci jest najmniejsza dla punktu lezacego na przecieciu wysokosci czworoscianu,
czyli dla srodka ciezkosci czworoscianu.

Zagadnienie 4
Ktéry punkt czworoécianu foremnego ma najmniejsza sume odlegtosci od wierzchot-
kéw czworoscianu?

Z zagadnien 1 i 3 wynika, ze tym punktem jest srodek ciezkosci czworoscianu.

Przystapimy teraz do dowodu nieréwnoéci podanej w tresci zadania. Rozwazmy w R*
czworoscian foremny o wierzchotkach (1,0, 0, 0), (0, 1,0,0), (0,0,1,0) i (0,0,0, 1).

Woéwezas punkty tego czworoscianu maja postaé (a, b, ¢, d), gdzie a, b, ¢, d sa liczbami
rzeczywistymi nieujemnymi speliajacymi warunek a+b+c+d=1.

Suma odleglosci punktu (a, b, ¢, d) od wierzchotkéw czworoscianu jest wowczas réwna
lewej stronie nieréwnosci danej w tresci zadania. Udowodnilismy, ze suma ta przyjmuje
najmniejsza wartos¢, gdy punkt (a, b, ¢, d) jest srodkiem ciezkosci czworoscianu, czyli dla
a=b=c=d=1/4. Obliczamy bezposrednio, ze w tym przypadku kazdy ze sktadnikow
wystepujacych po lewej stronie nieréwnosci ma wartosé

1 1 1 1 2 3 V3
1 _ _— _— —_—— == _—= —
\/+16+16+16+16 4 \/; 2’

a zatem cala suma jest réwna 2v/3, co koficzy rozwigzanie zadania.
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Zadanie 534. Interesuja nas rozwigzania réwnania 13- (Z) = <k+2

) w liczbach

catkowitych nieujemnych n, k spelniajacych nieréwnosé¢ k+2 <n.
Rozstrzygnaé, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiazania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwiazan jest nieskonczenie wiele.
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na warto$¢ wspotczynnika dwumianowego, zapisujemy dane

réwnanie w postaci
n! n!

K=k (k+2)!-(n—k—2)!’
co po uproszczeniu prowadzi kolejno do:
13 1

n—k—1)-(n—k) (k+1)-(k+2)’

13

13- ((2k+3)° 1) = (2n—2k—1)*—1,
(2n—2k—1)2—13-(2k+3)* = —12
Zadanie sprowadza si¢ wigc do okreslenia liczby rozwigzan rownania
2 —13y* =—12, (%)

w liczbach nieparzystych
r>3 oraz y=>3. (<)

Wystarczy wowczas przyjac

I y—3 r+14+2k z4+y—2
=>— oraz n= = :
2 2 2

Wykazemy, ze dane w zadaniu réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan. W tym
celu poszukamy rozwigzan (z,y) rownania (&) okreslonych wzorem

gdzie ¢ jest liczba catkowita dodatnia, a niezerowe liczby caltkowite a, b, ¢, d sa tak
dobrane, aby
a®—130*=—-12 oraz *—13d*=1.

Zauwazmy, ze rozwiazaniem réwnania (&) jest para (z,y)=(1,1), nie spelnia ona
jednak nieréwnosci (). Te obserwacje prowadza do réwnosci

(1+v13)- (1-v13) = -12.

Mozna zatem przyja¢ a=b=1.
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Rozwazajac réwnanie e? — 13 f? = —1, znajdujemy rozwigzanie (e, f) = (18,5), co moz-

na wyrazic¢ jako
(18+5v13) - (18—5v13) =—1.

Przyjmujac
2
c+dv13=(18+45V13) =649+ 180v/13
otrzymujemy rozwiazanie (c¢,d) = (649,180), co mozna zapisaé jako

(649+180v/13) - (649~ 180V/13) = (18+5\/ﬁ)2- (18—5\/1_3)2 =
— ((18+5v13)- (18- 5v13)) = (1)’ =1.

Niech teraz dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej ¢, liczby x; oraz y; beda takimi
dodatnim liczbami catkowitymi, ze

ri+y/13= (1+V13) - (649 + 180V/13) .
Woéwezas zachodzi réwnosé '
i —y/13= (1-V13) - (649 180v/13),

skad
x} —13y; = ($¢+y¢\/1_3) . (xz—yz\/l—?)) =

— (14V13) - (6494 180v/13)’- (1~ VI3) - (649~ 180v/13) =
= (1++v13)- (1-V13)-((649+180v13) - (649—180\/1_3>)i — 1211 =12,

a zatem para liczb (z,y) = (x;,y;) spelnia réwnanie (&). Pozostaje udowodni¢ warunek
() oraz nieparzystosé liczb x,y.
Poniewaz dla kazdej dodatniej liczby caltkowitej ¢ zachodzi rownosé

Tie+ Y V13= (2+yV/13) - (649 -+ 180V13)

liczby x;, y; spelniaja rownania rekurencyjne
Tip1 = 649x;4+2340y; oraz  y; .1 = 180x; +649y; . (Q)
Para (z,y) = (z1,y1) = (2989,829) spelnia nieréwnosci ({), a z rekurencji (V) wynika, ze
ciagi (z;) oraz (y;) sa rosnace, zatem nierownosci (<)) sa spetnione. Z rekurencji (©)
oraz nieparzystosci liczb x1,y1, przez tatwa indukcje wynika nieparzystosé liczb x;,y; dla
dowolnego 7 > 1.
Tym samym wykazaliSmy istnienie nieskoniczenie wielu par liczb (n,k) spetniajacych
warunki zadania.

Uwaga: Zaprezentowana metoda nie daje wszystkich rozwiazan zadania. Najmniejsze
rozwigzania to:
r=25 y=T7, n=15 k=2,

r=155, y=43, n=98, k=20,
r=1691, y=469, n=1079, k=233,
x=2989, y=829, n=1908, k=413.
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W najmniejszym rozwiazaniu mamy

15 15
—105 — 1365

Zadanie 535. Interesuja nas rozwiazania réwnania 100- (Z) = < /{;ZQ) w liczbach

catkowitych nieujemnych n, k£ spetiajacych nierownosé¢ k+2 <n.
Rozstrzygnaé, czy:
a) takie rozwiazania nie istnieja,
b) takie rozwiazania istnieja, ale jest ich skonczenie wiele,
c) takich rozwiagzan jest nieskonczenie wiele.
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na warto$¢ wspotczynnika dwumianowego, zapisujemy dane

rOwnanie w postaci
n! n!
Ke(n—k) (k+2)-(n—k—2)"
co po uproszczeniu prowadzi kolejno do:
100 1

(n—k—1)-(n—k) (htl) (k+2)
100 (k+1)-(k+2)=(n—k—1)-(n—k),

3\% 1 1\? 1
100- 2 ) =(n—k-—=) —=
00 <<k+2> 4) (" "=3) Tw

100- ((2k+3)*—1) = (2n—2k—1)—1,

100

(2n—2k—1)*—100- (2k+3)*=—99.
Zadanie sprowadza si¢ wigc do okreslenia liczby rozwigzan rownania
22 —100y? = —99, (W)

w liczbach nieparzystych
r>3 oraz y=>3. (W)

Wystarczy wowczas przyjac

I y—3 r+14+2k z4+y—2
=>"—— oraz n= = :
2 2 2

Réwnanie (#) mozna przepisaé¢ w postaci
99 = (10y —z)(10y +x) ,
z ktorej widaé, ze ma ono skonczenie wiele rozwigzan. Mozemy wypisa¢ wszystkie rozwig-
zania, gdyz odpowiadaja one rozktadom liczby 99 na iloczyn dwdéch liczb naturalnych.

[ tak, rozktad 9-11 prowadzi do x =y =1, co nie spelia nieréwnosci (#®).
Rozktad 3-33 nie daje catkowitych wartosci x,y.
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Natomiast z rozkladu 1-99 otrzymujemy jedyne rozwiazanie spetniajace warunki za-
dania, a mianowicie x =49, y =25, co prowadzi do k=1 oraz n=26. Mozna sprawdzi¢,

ze wOwcezas
26 26 26 2600
= oraz = .
1 3

Odpowiedz: Dane réwnanie ma doktadnie jedno rozwiazanie spelniajace warunki
zadania.
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