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Liga Zadaniowa, Edycja V, Seria 4 (waga 2), Rozwigzania

Zadanie 541. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nie-
rOwnosé
21025 n < 2n +21035 '

Rozwigzanie:
Sposob 1
Jezeli n <1024, to dang w zadaniu nieréwnos¢ dowodzimy przez bezposrednie szaco-
wanie:
91025 ) 91025 1o — 91025 910 _ 91035 _ on | 91035

Dla pozostalych n przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° W przypadku n =1025 dana w zadaniu nierownos¢ jest réwnoscia, gdyz
91025 |\ 91025 1095 — 91025 (1 + 210) — 91025 4 91035 _ gn | 91035

2° Niech n > 1025 bedzie taka liczba naturalng, ze
21025 n < on +21035 .

Wykazemy, ze wowczas
21025 X (n+ 1) < 271+1 +21035 )

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyj-
nego oraz z nierownosci n > 1025, otrzymujemy:

21025 . <n+ 1) — 21025 +21025 n < 21025 +2n +21035 < 2n+2n +21035 — 2n+1 +21035 )

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej, dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa
dla kazdej liczby naturalnej n > 1025, co w potaczeniu z bezposrednimi szacowaniami dla
n < 1024 konczy rozwigzanie zadania.

Sposob 11

W przypadku n > 1025 mozemy przeprowadzi¢ nastepujacy dowdd.

Dzielac stronami dang w zadaniu nieréwnoéé przez 21°% i podstawiajac n =k -+ 1025,
gdzie k > 0, otrzymujemy kolejno nieréwnosci réwnowazne:

n < 271—1025 +210 ’

k41025 < 2% +1024,
k+1<2".
Powyzsza nieréwnosé mozna uzasadni¢ wykorzystujac wzor dwumianowy Newtona
k k
k
2’“:(1+1)’“:Z<.> >3 1=k+1
i=0 \* i=0
lub nieco inaczej
k
k k k
2’“:(1+1)’“:Z(.> > ( >+< ) =k+1.
o\t 0 1
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Zadanie 542. Rozstrzygnac, czy suma szeregu

> 1
nz::l n?+2013n
jest liczbg wymierng czy niewymierng.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze zachodza nastepujace tozsamosci
1 B 1 1 2013 B
n2+2013n  n-(n+2013) 2013 n-(n+2013)
1 n+2013-—n 1 (1 1
T 2013 n-(n+2013) 2013 <n B n+2013>

Zatem dla N > 2013 dany w zadaniu szereg ma N-ta sume czeSciowg réwna

N 1 1 M1 1
S _ . (_ > 1
N z_:n2—1—2013n 2013 2_: n n+2013/) 2013 (;n Zn+2013>

n=1
N+2013 1 1 2013 1 N+2013 1
o (B8 )22013'(2— 1)

=11 =014 M =11 p=Nt1 T
Poniewaz
N+2013 2013 2013 1 2013
lim — = lim = = 0=0,
otrzymujemy
[es) 1 1 2013 1
S~ Jim Sy=
nt+2013n N—ooo 2013 —n’

Odpowiedz: Suma szeregu danego w tresci zadania jest liczba wymierng.

Zadanie 543. Dany jest taki wielomian W (x) stopnia 2!6 o wspoétezynnikach rze-
czywistych, ze W(n)=2"dlan=0,1, 2,3, ..., 2! Rozstrzygna¢, czy istnieje taka liczba
naturalna m > 219 ze W (m) jest potega dwéjki o wyktadniku catkowitym dodatnim.

Rozwigzanie:

Poniewaz wielomian stopnia nie wiekszego niz d jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje wartosci w d+ 1 punktach, istnieje co najwyzej jeden wielomian W (z) spelniajacy
zalozenia zadania.

Zauwazmy, ze zatozenia zadania sg spetnione przez wielomian

216 T
ww=3(7).
i=0 \*
gdzie wspotezynnik dwumianowy mozna zdefiniowaé jako wielomian
k=1

()5

przyjmujac przy tym konwencje, wedtug ktorej iloczyn zera czynnikow jest rowny 1.
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Istotnie, dla n=0, 1,2, 3, ..., 2%, korzystajac z réwnosci (’Z) =0 przy n <1, otrzymu-

jemy o
W@):Z(?) =§nj<77> —on

i—0 i—0 \ !

gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika z tego, ze suma wyrazéow w n-tym wierszu trojkata Pascala
jest réwna 2",

Przyjmijmy m = 2'7 +1. Wéwczas

o= (1) -S(-E (200 S ()

2 7

i=0 i=0 i=0 i=21641
1 216 <217+1> 21741 (217+1> 1 21741 (217+1>
== . + . == . .
2 (; l i2216:+1 l 2 ;) l

Poniewaz ostatnia suma jest sumg wyrazéow tréjkata Pascala w wierszu o numerze 2'7 +1,
. , 17
jest ona réwna 22 't skad

12001/ 1 ., .
W(m):§§ ( + ):2.22@1:227_
i=0 v

Odpowiedz: Dla m =241 wielomian przyjmuje wartoé¢ bedaca potega dwoéjki,
a mianowicie 22"

Zadanie 544. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba 2553™ — 64
jest ztozona.

Rozwigzanie:

1° Zauwazmy, ze

2553 ="7 (mod 19),

a ponadto
73 =343=1 (mod 19),
skad wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej k
255391 = 7%+ — (7). 7=14.7=7 (mod 19).
Poniewaz takze

64=7 (mod 19),

otrzymujemy

2553%1 —64=0 (mod 19).

Zatem dana w zadaniu liczba jest ztozona (jako podzielna przez 19 i wieksza od 19),
jezeli liczba n przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

2° Podobnie
2553 =46 (mod 109),
skad
2553% =46 =2116 =45 (mod 109)
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oraz
2553% =46-45=2070 = —1 (mod 109).
Wobec tego
2553% = (—1)*=1 (mod 109),
a takze

2553° = 2553%.2553% = (—1)-45 = —45 =64 (mod 109).
Stad wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej k

255304+ — (25536)'“ 12553° =1%.64 =64 (mod 109).
Otrzymujemy wiec
2553%+° —64 =0 (mod 109).

Zatem dana w zadaniu liczba jest zlozona (jako podzielna przez 109 i wieksza od 109),
jezeli liczba n przy dzieleniu przez 6 daje reszte 5.

3° W przypadku, gdy liczba n jest parzysta, dana w zadaniu liczba jest ztozona jako
roznica kwadratow, gdyz mozemy wowczas skorzystaé ze wzoru skroconego mnozenia.
Niech bowiem n =2k, gdzie k jest liczba catkowita dodatniag. Wtedy

2
2553% — 64 = (2553%)" — 8= (2553" —8) - (2553* +8),
gdzie oba czynniki sg wieksze od 1.

4° W przypadku, gdy liczba n jest podzielna przez 3, dana w zadaniu liczba jest
ztozona jako roznica szescianow, gdyz mozemy wowczas skorzystaé ze wzoru skroconego
mnozenia.

Niech bowiem n =3k, gdzie k jest liczba catkowita dodatnig. Wtedy

2553%% — 64 = (2553’“)3 —4% = (2553" —4) - (25537 +4-2553° 116,
gdzie oba czynniki sa wieksze od 1.

Poniewaz przypadki 1°—4° obejmuja wszystkie liczby catkowite dodatnie, rozwigzanie
jest zakonczone.

Uwagi

Nastepujace dane numeryczne wskazuja, ze najprawdopodobniej nie mozna uniknaé
czterech przypadkéw rozpatrywanych przez nas w rozwigzaniu zadania.

I tak dla n =49 dana w zadaniu liczba jest réwna 19- Pigg, gdzie drugi czynnik jest
166-cyfrowg liczba pierwsza. Trudno wiec wyobrazié¢ sobie rozwiazanie, ktére nie uzywa
argumentu podzielnosci przez 19 jako powodu ztozonosci danej w zadaniu liczby.

Z kolei dla n =35 otrzymujemy liczbe 109 - P15, gdzie 118-cyfrowy czynnik pierwszy
odbiera nadzieje na unikniecie w rozwigzaniu rozwazania podzielnosci przez 109.

Wreszcie dla n =51 dana w zadaniu liczba nie ma dzielnikéw pierwszych mniejszych
od miliona, a dla n =56 najmniejszym dzielnikiem pierwszym jest 169489. Nie spodzie-
wamy si¢ wiec rozwigzania nie wykorzystujacego wzorow skréconego mnozenia.

Zadanie 545. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby pierwszej p dajacej przy dzieleniu przez
8 reszte 1, istniejy takie liczby catkowite dodatnie a, b, ze liczba a*+b* jest podzielna
przez p i mniejsza od 2p?.
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Rozwigzanie:
Niech p bedzie liczba pierwsza dajaca przy dzieleniu przez 8 reszte 1. Wtedy istnieje
taka liczba naturalna r, gdzie 0 <r <p, ze

r*=—1 (mod p).

Wynika to z kongruencji
kP12 =_1 (mod p)

spetnionej dla kazdej niereszty kwadratowej & modulo p, co pozwala wskazaé¢ r jako
spetniajace kongruencje
r=kPY/8 (mod p) .

Niech N = [\/g‘a} . Wéwezas N +1>/p, czyli (N+1)% > p.

Dla n=0,1,2,3,..., N oznaczmy przez R, reszte z dzielenia iloczynu rn przez p.
Liczby R,, sa parami rézne, gdyz z kongruencji

nr=mr (mod p)

wynika podzielno$¢ liczby (n—m)-r przez p, co wobec przyjetych zalozen pociaga n =m.

Rozwazmy N+2—elementowy zbiér {R,,: n=0,1,2,3, ..., N}U{p}. Zbior ten zawie-
ra liczby catkowite z zakresu od 0 do p < (N +1)?, istnieja wigc pewne jego dwa elementy
roznigce sie o mniej niz N + 1, czyli o nie wiecej niz N.

Jezeli elementami tymi sa R, i R,,, spelniajace nieréwnosci

R,<R,<R,+N,
to przyjmujac x =m —n oraz b= R,, — R,, otrzymujemy
lz| <N, 0<b<N oraz rz=b (modp). (M)

W przypadku, gdy elementami tymi sa p i R,,, zachodzi nieréwnos¢ p— N < R,, i mo-
zemy przyjaé x =—n oraz b=p— R, z zachowaniem spelniania warunku ().

Dla zakoniczenia rozwiazania wystarczy wykazaé, ze liczby catkowite dodatnie a = |z|

oraz b speliaja warunki zadania.
Wobec a < N oraz b < N otrzymujemy

a* +br<2N* < 2-(p) ' =2p°.
Z kolei kongruencja

re=b (mod p)

pocigga
—a*=b* (mod p),
czyli
a*4+b*=0 (mod p).
Wykazalismy wiec istnienie liczb a, b o zadanych wtasnosciach.
Ciekawostka

Przy pomocy komputera mozna sprawdzi¢, ze kazda liczba pierwsza p < 73673 dajaca
przy dzieleniu przez 8 reszte 1, ma wielokrotno$é postaci a*+b* mniejsza od p?.
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Dla p=73673 najmniejsza taka wielokrotnos¢ to
7367374297 = 15* +272* .

Nastepna liczba pierwsza p bez wielokrotnosci postaci a* + b* ponizej p?, to p = 116329,
gdzie najmniejsza wielokrotnoscia tego typu jest

116329-117538 = 111* +341%.
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