
Liga Zadaniowa, Edycja V, Seria 5 (waga 2), Rozwiązania

Zadanie 551. Skonstruować taki szereg zbieżny
∞∑
n=1
an o wyrazach rzeczywistych

dodatnich, że dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej k¬ 2013, suma szeregu
∞∑
n=1
akn jest

liczbą całkowitą.
Rozwiązanie:
Niech an= N2n , gdzie liczbę N wyznaczymy później. Wówczas

∞∑
n=1

akn=
∞∑
n=1

Nk

(2k)n
=Nk ·

∞∑
n=1

1
(2k)n

=
Nk

2k−1
.

Żądany w zadaniu przykład otrzymamy przyjmując za N najmniejszą wspólną wie-
lokrotność 2013 liczb postaci 2k−1, gdzie k przebiega liczby naturalne od 1 do 2013.

Zadanie 552. Na potrzeby tego zadania, dla liczby rzeczywistej a> 1 zdefiniujemy
średnią liczb rzeczywistych x1, x2, ..., xn większych od 1, następującym wzorem

Sa(x1, x2, ..., xn)= a
n
√
logax1·logax2·...·logaxn .

Dowieść, że dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych
a, b, x1, x2, ..., xn większych od 1, spełniających warunek a< b, zachodzi nierówność

Sa(x1, x2, ..., xn)¬Sb(x1, x2, ..., xn) .
Rozwiązanie:
Korzystając ze wzoru

logaxi= logab · logbxi
otrzymujemy

Sa(x1, x2, ..., xn)= a
n
√
logax1·logax2·...·logaxn = a

n
√
logab·logbx1·logab·logbx2·...·logab·logbxn =

= a
n
√
(logab)

n·logbx1·logbx2·...·logbxn = alogab·
n
√
logbx1·logbx2·...·logbxn =

(
alogab

) n√logbx1·logbx2·...·logbxn =
= b

n
√
logbx1·logbx2·...·logbxn =Sb(x1, x2, ..., xn) .

skąd wynika, że dana w treści zadania nierówność jest równością.

Zadanie 553. Dowieść, że istnieją takie liczby całkowite dodatnie

m1<m2<m3< ... <m4096 oraz n1<n2<n3< ... <n4096 ,

że m1<n1, a ponadto dla dowolnej liczby całkowitej dodatniej k¬ 90 zachodzi równość
4096∑
i=1

mki =
4096∑
i=1

nki .

Rozwiązanie:
Niech N będzie dużą liczbą całkowitą dodatnią, którą sprecyzujemy później. Roz-

ważmy wszystkie 4096-wyrazowe rosnące ciągi liczb całkowitych dodatnich nie więk-
szych od N . Liczba takich ciągów jest równa

(
N
4096

)
, gdyż każdy taki ciąg odpowiada

4096-elementowemu podzbiorowi zbioru {1,2,3,...,N}.
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Każdemu takiemu ciągowi (a1, a2, a3, ..., a4096) przypiszmy 90-elementowy ciąg sum
potęg:

(S1, S2, S3, ..., S90)=
(4096∑
i=1

ai,
4096∑
i=1

a2i ,
4096∑
i=1

a3i , ...,
4096∑
i=1

a90i

)
.

Z nierówności Sk< 4096 ·Nk wynika, że liczba takich dopuszczalnych ciągów 90-elemen-
towych jest mniejsza od

90∏
k=1

(
4096 ·Nk

)
=409690 ·N1+2+3+...+90=409690 ·N4095 .

Ponieważ (
N

4096

)
=

4095∏
i=0
(N− i)

4096!

jest wielomianem stopnia 4096 zależnym od N , dla odpowiednio dużego N zachodzi
nierówność (

N

4096

)
> 409690 ·N4095 ,

która oznacza, że ciągów 4096-elementowych jest więcej niż przyporządkowanych im
ciągów 90-elementowych. Zatem pewnym dwóm ciągom, powiedzmy (a1, a2, a3, ..., a4096)
i (b1, b2, b3, ..., b4096), przyporządkowaliśmy identyczne 90-elementowe ciągi sum potęg,
skąd

4096∑
i=1

aki =
4096∑
i=1

bki dla k=1,2,3,...,90 .

Załóżmy, że ai= bi dla i¬ j oraz aj+1 6= bj+1. Bez szkody dla ogólności rozumowania
możemy przyjąć, że aj+1<bj+1.
Wówczas warunki zadania są spełnione przez liczby zdefiniowane wzorami

mi=
{
ai+j dla i¬ 4096−j
N+ i dla i > 4096−j

oraz

ni=
{
bi+j dla i¬ 4096−j
N+ i dla i > 4096−j .

Zadanie 554. Rozstrzygnąć, czy istnieją takie liczby całkowite dodatnie A, B, C, D,
że równanie

A ·x6+B ·y6+C ·z6+D · t6=1

nie ma rozwiązań w liczbach wymiernych dodatnich x, y, z, t.
Rozwiązanie:
Udowodnimy, że dla A=B=C =D=2 dane w zadaniu równanie nie ma rozwiązań

w liczbach wymiernych dodatnich x, y, z, t.
Przeprowadzimy dowód nie wprost. Przypuśćmy, że równanie

2 ·x6+2 ·y6+2 ·z6+2 · t6=1

- 2 - Liga Zadaniowa, Edycja V, Seria 5 (waga 2), Rozwiązania
Projekt współfinansowany przez Unię Europejską w ramach Europejskiego Funduszu Społecznego



ma rozwiązanie w liczbach wymiernych dodatnich x, y, z, t i niech n będzie najmniej-
szą wspólną wielokrotnością mianowników liczb x, y, z, t zapisanych w postaci ułamków
nieskracalnych. Oznaczmy

a=nx, b=ny, c=nz, d=nt .

Wówczas NWD(a, b, c, d, n)= 1, a ponadto spełnione jest równanie

2 ·a6+2 ·b6+2 ·c6+2 ·d6=n6 . (♠)
Z równości

(3k)6=9 ·
(
81k6

)
oraz

(3k±1)6=9 ·
(
81k6±162k5+135k4±60k3+15k2±2k

)
+1

wynika, że szósta potęga liczby całkowitej daje przy dzieleniu przez 9 resztę 0 lub 1,
w zależności od tego, czy liczba ta jest podzielna przez 3, czy nie.
Zatem każda z liczb 2 ·a6, 2 ·b6, 2 ·c6, 2 ·d6 daje przy dzieleniu przez 9 resztę 0 lub 2,

a więc reszta z dzielenia przez 9 sumy

2 ·a6+2 ·b6+2 ·c6+2 ·d6

jest jedną z liczb 0, 2, 4, 6, 8. Ponieważ liczba n6 daje przy dzieleniu przez 9 resztę 0
lub 1, równanie (♠) może być spełnione tylko wtedy, gdy obie jego strony są podzielne
przez 9. To jednak byłoby możliwe tylko dla liczb a, b, c, d, n podzielnych przez 3, co stoi
w sprzeczności z warunkiem NWD(a, b, c, d, n)= 1.

Udowodniliśmy więc, że dla A=B=C =D=2 dane w zadaniu równanie nie ma roz-
wiązań w liczbach wymiernych dodatnich x, y, z, t.

Uwaga:
W podobny sposób można przeprowadzić rozważania modulo 7 (na przykład dla

A=B=C =D=3) lub modulo 8 (np. dla A=B=C =D=7).

Zadanie 555. Rozstrzygnąć, czy istnieją takie liczby całkowite dodatnie A, B, C, D,
że równanie

A ·x6+B ·y6+C ·z6+D · t6=1

ma nieskończenie wiele rozwiązań w liczbach wymiernych dodatnich x, y, z, t.
Rozwiązanie:
Wykażemy, że takie liczby A, B, C, D istnieją.

Niech n będzie parzystą liczbą całkowitą dodatnią. Wówczas liczby n+1 oraz n−1
są względnie pierwsze, a ponadto

(n+1)6−(n−1)6=12n5+40n3+12n .
Podstawmy w powyższej równości n= k6, gdzie k jest parzystą liczbą całkowitą dodatnią.
Otrzymujemy (

k6+1
)6
−
(
k6−1

)6
=12 ·

(
k5
)6
+40 ·

(
k3
)6
+12 ·k6 ,

czyli
12 ·

(
k5
)6
+40 ·

(
k3
)6
+12 ·k6+1 ·

(
k6−1

)6
=
(
k6+1

)6
,
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co po obustronnym podzieleniu przez (k6+1)6 prowadzi do

12 ·
(
k5

k6+1

)6
+40 ·

(
k3

k6+1

)6
+12 ·

(
k

k6+1

)6
+1 ·

(
k6−1
k6+1

)6
=1 .

Widzimy więc, że dla A=12, B=40, C =12, D=1 dane w zadaniu równanie ma
nieskończoną rodzinę rozwiązań wymiernych dodatnich daną wzorami

x=
k5

k6+1
, y=

k3

k6+1
, z=

k

k6+1
, t=

k6−1
k6+1

,

gdzie przy k przebiegającym parzyste liczby całkowite dodatnie, powyższe ułamki są
nieskracalne (a więc różne k prowadzą do różnych rozwiązań).
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