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Liga Zadaniowa, Edycja V, Seria 5 (waga 2), Rozwigzania

Zadanie 551. Skonstruowaé taki szereg zbiezny 3 a, o wyrazach rzeczywistych
n=1

dodatnich, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k£ < 2013, suma szeregu § al jest
n=1

liczba catkowita.

Rozwigzanie:
Niech a,, = QEM gdzie liczbe N wyznaczymy po6zniej. Wowcezas
s > Nk > 1 NF¥
k k
— — N*. = )
L= 2y = N @y T e

Zadany w zadaniu przyktad otrzymamy przyjmujac za N najmniejsza wspdlng wie-
lokrotnogé¢ 2013 liczb postaci 2% — 1, gdzie k przebiega liczby naturalne od 1 do 2013.

Zadanie 552. Na potrzeby tego zadania, dla liczby rzeczywistej a > 1 zdefiniujemy
srednig liczb rzeczywistych xq, xo, ..., x, wiekszych od 1, nastepujacym wzorem

V1 -1 sl
Sa (':C17 x27 ey ‘,'U’I'L) =a \/Ogaxl 08, T2 08qTn .

Dowies¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych
a,b, ry, xs, ..., x, wickszych od 1, speliajacych warunek a < b, zachodzi nier6wnos¢

Sa(T1, T2y ooy ) < Sp (21, 9y o0y Ty)

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru
log,x; =log,b-log,z;

otrzymujemy

Sa (331, To, ..., xn) =q Vlog,x1-log,x2-...-log,Tn =a Wlogab-logbxl~logab-logb12~...-10gab-logba§n —

n, . . .
=q r{/(logab)ndogbxl~logbx2-...-logba§n — &logab- Vlogyx1-logyxa-...-logyTn — (alogab) Vlogpz1-logy@a-...-logyTn o

Ylogpxy-logpxa:-...-logyx
— b Viogyz1-log, z2 e = Sy (x1, To, o\ Tp) -

skad wynika, ze dana w tresci zadania nieréwnos¢ jest rownoscia.

Zadanie 553. Dowies¢, ze istniejg takie liczby catkowite dodatnie
myp <mo <mg<...<Mygge Oraz mni; <Ng <Nz <...<Tyyo6 ,

ze my <ny, a ponadto dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k£ < 90 zachodzi rownoscé
4096 4096

S mE— Sk,
=1 1=1

Rozwigzanie:

Niech N bedzie duza liczba catkowita dodatnia, ktora sprecyzujemy pdzniej. Roz-
wazmy wszystkie 4096-wyrazowe rosnace ciagi liczb catkowitych dodatnich nie wiek-
szych od N. Liczba takich ciggéw jest réwna ( 4(%6), gdyz kazdy taki ciag odpowiada
4096-elementowemu podzbiorowi zbioru {1,2,3,...,N}.
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Kazdemu takiemu ciagowi (ai, as, as, ..., a49s) przypiszmy 90-elementowy ciag sum
poteg:

4096 4096 4096 4096 )

(Sl, Sg, 53, ceny 590) = (Zai, ZCL?, Zaf, ceey Za?o
i=1 i=1 i=1 i=1

7Z nieréwnosci Sy < 4096 - N* wynika, ze liczba takich dopuszczalnych ciggéw 90-elemen-
towych jest mniejsza od
90

H (4096 X Nk) — 409690 . N1+2+3+...+90 — 409690 X N4095 )
k=1
Poniewaz
TV —i)
N _ =0
4096 4096!

jest wielomianem stopnia 4096 zaleznym od N, dla odpowiednio duzego N zachodzi
nier6wnos¢

N 90 774095
<4096>>4096 SN
ktora oznacza, ze ciagow 4096-elementowych jest wiecej niz przyporzadkowanych im
ciagéw 90-elementowych. Zatem pewnym dwom ciggom, powiedzmy (ay, as, as, ..., G4006)
i (b1, ba, bs, ..., bygos), przyporzadkowalismy identyczne 90-elementowe ciagi sum poteg,
skad
4096 4096

dYaf=>"bf dla k=1,2,3,...,90.
=1 i=1

Zatozmy, ze a; =b; dla i < j oraz a;y1 # bj1. Bez szkody dla ogdlnosci rozumowania
mozemy przyjac, ze ajri < bjii.
Wowcezas warunki zadania sg spelnione przez liczby zdefiniowane wzorami
m — Qi 5 dla i < 4096 —]
‘] N+i dla i>4096—7

oraz
by dla <4096
TN N4 dla i>4096— .

Zadanie 554. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie liczby catkowite dodatnie A, B, C, D,
ze rOwnanie
A2 +B-y+C-5+Dt°=1

nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych dodatnich z, y, z, t.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze dla A= B=C=D =2 dane w zadaniu rOwnanie nie ma rozwigzan
w liczbach wymiernych dodatnich x, y, z, t.

Przeprowadzimy dowod nie wprost. Przypusémy, ze réwnanie

2.2542.9542..542.45=1
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ma rozwigzanie w liczbach wymiernych dodatnich x,y, z,¢ i niech n bedzie najmniej-
szg wspoOlng wielokrotnoscig mianownikow liczb x, y, z, t zapisanych w postaci utamkow
nieskracalnych. Oznaczmy

a=nx, b=ny, c=nz, d=nt.
Woéwezas NWD(a, b, ¢, d,n) =1, a ponadto spelnione jest réwnanie
2:a°4+2-05+2-°42-d°=n®. (M)

7, roéwnosci

(3k)° =9- (814°)

oraz
(3k41)° =9+ (81k° £ 162k° + 135" £+ 60k" + 15k £ 2k ) + 1

wynika, ze szosta potega liczby catkowitej daje przy dzieleniu przez 9 reszte 0 lub 1,
w zaleznosci od tego, czy liczba ta jest podzielna przez 3, czy nie.

Zatem kazda z liczb 2-a%, 2-0%, 2-¢®, 2-d° daje przy dzieleniu przez 9 reszte 0 lub 2,
a wiec reszta z dzielenia przez 9 sumy

2:a°+2:0942-°+2-d°

jest jedng z liczb 0, 2, 4, 6, 8. Poniewaz liczba n® daje przy dzieleniu przez 9 reszte 0
lub 1, réwnanie (#) moze by¢ spetione tylko wtedy, gdy obie jego strony sa podzielne
przez 9. To jednak bytoby mozliwe tylko dla liczb a, b, ¢, d, n podzielnych przez 3, co stoi
w sprzecznosci z warunkiem NWD(a, b, ¢, d, n) = 1.

Udowodnilidémy wiec, ze dla A= B =C =D =2 dane w zadaniu réwnanie nie ma roz-
wigzan w liczbach wymiernych dodatnich z, y, z, .

Uwaga:
W podobny sposéb mozna przeprowadzi¢ rozwazania modulo 7 (na przyklad dla
A=B=C=D=3) lub modulo 8 (np. dla A=B=C=D=7).

Zadanie 555. Rozstrzygnaé, czy istniejg takie liczby catkowite dodatnie A, B, C, D,
ze rOwnanie
A2 +B-y°+C-25+D-t°=1
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach wymiernych dodatnich z, y, 2, t.

Rozwigzanie:
Wykazemy, ze takie liczby A, B, C, D istnieja.
Niech n bedzie parzysta liczba catkowita dodatniag. Wowczas liczby n+1 oraz n—1
sa wzglednie pierwsze, a ponadto
(n+1)%—(n—1)°=12n" +40n%+12n.
Podstawmy w powyzszej réwnosci n = kS, gdzie k jest parzysta liczbg catkowitg dodatnig.
Otrzymujemy
6 6 6 6
(K1) = (K°—1) =12+ (k) +40- (K*) +12-K°,
czyli
6 6 6 6
12 (k) +40- (k*) +12-k5+1- (K= 1) = (k°+1) ",
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co po obustronnym podzieleniu przez (k°+ 1)6 prowadzi do

k5\° B \° E\° kS —1\°
12. 40- 12 ——) +1- —1
<k6+1> +40 <k6+1> + <k6+1) + <k6+1>

Widzimy wiec, ze dla A=12, B=40, C'=12, D=1 dane w zadaniu rownanie ma
nieskonczong rodzine rozwigzan wymiernych dodatnich dang wzorami
k® K3 k ES—1
T VTEer TErr TR
gdzie przy k przebiegajacym parzyste liczby catkowite dodatnie, powyzsze utamki sg
nieskracalne (a wigc rézne k prowadza do réznych rozwiazan).
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