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1 Wielowymiarowa Analiza Statystyczna
Wymagane pojecia, fakty:

Dystrybuanta oraz dystrybuanty brzegowe i warunkowe wektora losowego. Gestosé rozktadu wektora
losowego. Macierz losowa i jej rozktad. Wektor srednich wektora losowego. Macierz kowariancji wekto-
ra losowego. Funkcja charakterystyczna wektora losowego. Rozklad funkcji wektora losowego. Macierze
blokowe. Rozniczkowanie wektoréw i ekstrema warunkowe. Wielowymiarowy rozklad normalny. Rozktad
Wisharta. Rozktad Hotellinga. Rozklad wektora $rednich probkowych. Rozktad macierzy kowariancji
prébkowej i jej podmacierzy. Test dla (wektora) éredniej. Test dla kombinacji liniowej sktadowych (wek-
tora) $redniej. Test dla dwoch (wektoréw) srednich.

Przykladowe zadania:

1. Wektor losowy X = (X1, X2) ma gestos¢ fy(z) = e~ (@1H22) g0 20 > 0. Wyznacz gestosé wektora
losowego U = (Ui, Us), gdzie Uy = X1 + X2, Uy = X7 — Xo.

2. Niech f(z,y) = 2-1(0 < z < y,0 < y < 1) bedzie gestoécia wektora losowego (X,Y). Wyznacz
E(Y|X), E(X|Y) oraz korelacje miedzy tymi zmiennymi losowymi.

3. Niech X1,..., Xy bedzie proba z rozkladu N, (u,X), gdzie |¥| > 0, N > n, a macierz kowariancji nie
jest znana. Rozwazamy problem testowania Hy : u = pg przeciwko Hy : u # po na poziomie istotnosci a.
Podaj postaé statystyki testowej w powyzszym zagadnieniu. Jaki jest jej rozktad przy Hy? Odpowiedz
uzasadnij.



2 Whnioskowanie Statystyczne
Wymagane pojecia, fakty:

Testy jednostajnie najmocniejsze. Testy nieobciazone. Testy w parametrycznym modelu normalnym.
Testy oparte na ilorazie wiarogodnosci. Estymacja bayesowska. Estymacja minimaksowa. Estymacja nie-
obciazona o minimalnej wariancji.

Przykladowe zadania:

1. Niech Xi,..., X, bedzie préba z rozktadu beta z parametrami a i 5. Testujemy Hg : o = 3,8 =1
przeciwko H; : a = 5,3 = 1. Wyznacz test jednostajnie najmocniejszy na poziomie istotnosci o = 0.05.
Jaka jest moc testu przy alternatywie?

2. Niech X1, ..., X, bedzie préba z rozkladu o gestoéci f(z, ) = 0(1+x)~(0+D L(0,00) (), 0 > 0. Testujemy
Hy : 0 =1 przeciwko Hi : 0 > 1. Wyznacz test jednostajnie najmocniejszy na poziomie istotnosci
a = 0.05.

3. Niech Xi,...,X,, bedzie préba z rozkladu jednostajnego na odcinku (0,0), 6 € (0,00). Wyznacz
test ilorazu wiarogodnosci, na poziomie istotnosci «, w problemie testowania Hy : 6 = 0y przeciwko

lee;éﬂo.

4. Niech Xi,...,X, bedzie préba z rozkladu zero-jedynkowego b(1,p), p € (0,1). Wyznacz estymator
bayesowski parametru p ze wzgledu na rozklad a priori jednostajny U (0, 1), gdy funkcja straty jest postaci
L(p,a) = (p— a)?/[p(1 — p)]. Oblicz jego ryzyko i ryzyko bayesowskie.



3

Analiza duzych zbioréw danych (Theoretical Foundations of the Analy-
sis of Large Data Bases, Statistical Learning, Metody Klasyfikacji v Redukcyi
Wymiaru)

Wymagane pojecia, fakty:

Theoretical Foundations of the Analysis of Large Data Sets.

Testowanie hipotezy globalnej: procedura Bonfferoniego, test Fishera, test chi-kwadrat, test Simesa,
testy oparte na dystrybuancie empirycznej, test Tukeya.

Modele probabilistyczne dla hipotezy globalnej: igta w stogu siana, réwnomiernie roztozone sygnaty,
rzadka mieszanina. Granice detektowalnosci w tych modelach.

Wielokrotne testowanie: procedura Holma, zasada domknigcia, procedura Hochberga, procedura
Benjaminiego-Hochberga, miary bledu pierwszego rodzaju w wielokrotnym testowaniu (Family Wi-
se Error Rate, False Discovery Rate).

Elementy statystyki Bayesowskiej : rozklad a priori, rozklad a posteriori, empiryczny estymator
Bayesowski.

Estymator Jamesa-Steina, nieobciazony estymator ryzyka Steina.

Statistical Learning

Estymacja btedu predykcji w oparciu o sume kwadratéw resztowych.

Czynnik Bayesa (Bayes factor), kryteria informacyjne — AIC, BIC, RIC, mBIC, wyznaczenie ocze-
kiwanej liczby falszywych i prawdziwych odkryé w przypadku, gdy X'X = 1.

Metody regularyzacyjne (regresja grzbietowa, LASSO, SLOPE) — w przypadku regresji grzbietowej
i LASSO - wyznaczenie oczekiwanej liczby falszywych i prawdziwych odkryé oraz btedu srednio-
kwadratowego w przypadku gdyX'X = 1.

Grafowy model gaussowski — funkcja wiarogodnoéci, estymacja za pomocs metody najwiekszej
wiarogodnosci, LASSO i SLOPE.

Metody klasyfikacji i redukcji wymiaru

Analiza sktadnikéw gltéwnych (PCA), rozklad wartosci osobliwych (SVD), analiza sktadowych nie-
zaleznych (ICA), nieujemna faktoryzacja macierzy (NMF).

Klasyczne klasyfikatory: najblizszych sasiadow, naiwny klasyfikator Bayesa, mnozniki Lagrange’a -
problemy pierwotne i dualne, maszyna wektoréow nosnych (SVM), liniowa analiza dyskryminacyjna
(LDA).

Algorytmy grupowania: algorytm k-means, Gaussian Mixture Model (GMM), algorytm Expectation-
Maximization (EM).

Ukryte modele Markowa (HMM) z dyskretnymi obserwacjami: procedury forward i backward, al-
gorytm Viterbiego.

Metody Monte Carlo dla tancuchéw Markowa (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) - prébnik
Gibbsa, algorytm Metropolisa.



Przykladowe zadania

1. Znajdz maksimum funkcji f(h,s) = 100h*/3s'/3 przy ograniczeniu: 20h + 2000s = 20000.

2 . .
2. Niech Z = [ 1 4 ] Znajdz (przez x € R? rozumiemy wektor pionowy, tj. xI = (z1,z2))
xTZx
a)  max

xeR2 x£0 xI'x’

xTZx
b) argmax —=—.
xeR2,x#£0 X' X

3. Mamy dane 4 punkty z R? : (—1,1), (1, 1), (2,2), (=2, —2). Wylicz sktadowe gtéwne (algorytm PCA).
Wskaz, ktéra sktadowa nalezy wybraé, jedli chcemy zredukowaé¢ punkty metodg PCA do wymiaru 1.

4. Rozwazmy nastepujacy ukryty model Markowa:
(Ukryte) stany: S = {0,1}. Macierz prawdopodobienstw przej$¢ miedzy stanami jest nastepujaca:

0.4 0.6
A= [ 0.8 0.2 ] '

Zbiér obserwacji: V = {a, b}. Prawdopodobienistwa obserwacji bedac w kazdym ze stanéw s € S:

Znamy réwniez rozkltad poczatkowy tancucha: P(X; =0) = 0.7, P(X; = 1) = 0.3.
Uzywajac procedury forward policz prawdopodobienstwo zaobserwowania B w chwili 1 oraz A w
chwili 2 (tj 01 = B,OQ = A)



4 Rachunek prawdopodobienstwa

Wymagane pojecia, fakty:

Prawdopodobienstwo klasyczne i geometryczne; rozwigzywanie zadan. Rozktady zmiennych i wekto-
row losowych; zmienne losowe ciggle i dyskretne. Pojecie ciagu niezaleznych zmiennych losowych. Wartosé
oczekiwana z.l., momenty z.l., wariancja.Warunkowe prawdopodobienstwo i wartos¢ oczekiwana. Przy-
padek gdy warunek ma dodatnie prawdopodobienstwo. Nierownosé Czebyszewa. Zbieznos¢ wg prawdo-
podobienstwa i wg rozktadu. Stabe prawo wielkich liczb. Twierdzenie graniczne Poissona i centralne
twierdzenie graniczne.

Wymagane umiejetnosci:

Proste zadania kombinatoryczne. Dystrybuanta, gesto$¢, funkcja prawdopodobienstwa. Obliczanie
rozktadéw przeksztatconych zmiennych lub wektoréw losowych. Na przyklad gdy jest znana gestosé
zmiennej losowej X to jaka jest gesto$é zmiennej losowej h(X). Podobnie dla wektoréw. Wzory na rozklad
normalny (zmiennej losowej i wektora losowego), rozklad dwumianowy i rozklad Poissona. Niezaleznosé
dwoch 1 wiecej zmiennych losowych. Pojecie ciggu niezaleznych zmiennych losowych. Niezalezno$é ciagu
zdarzen. Umiejetnosé liczenia wartosci oczekiwanej zmiennej losowe dla przypadku ciagtego i dyskretnego.
Wzér na wariancje sumy (przypadek zmiennych zaleznych i niezaleznych). Warianty twierdzenia Czeby-
szewa. Wykorzystanie centralnego twierdzenia granicznego do zadan praktycznych. Zadania na aprok-
symacje rozktadu dwumianowego i innych rozkladem Poissona. Zastosowanie transformat do obliczania
rozktadéw sum niezaleznych zmiennych losowych i twierdzen granicznych. Wykorzystanie twierdzen gra-
nicznych (centralnego twierdzenia granicznego i twierdzenia Poissona) do zadan aplikacyjnych.

Przyktadowe zadania

1. Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym z wektorem $redniej (2, 1) i macierza kowariancji

(1)

oraz 4 = X 4+ 2Y. Ciag Z1,Zs,...,Z100 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkltadzie jak Z. Oszacowaé

P(Zy + ...+ Zigo € (400 — 10v/10,400 + 10v/10)).

2. a) Wykonujemy co sekunde doswiadczenie Bernoulliego az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu.
Niech X oznacza liczbe wykonanych doswiadczen, Y mierzony w sekundach czas oczekiwania na pierwszy
sukces. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p. Wyznaczy¢ rozktady zmiennych losowych X i Y.

b) Przypus$émy, ze zamiast doswiadczen wykonywanych co sekunde, sa one dokonywane co 1/n sekundy.
Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi A/n. Przez Y, oznaczamy czas oczekiwania na pierwszy sukces
mierzony w sekundach. Wyznaczyé ogon dystrybuanty Y, oraz zbadaé jego zachowanie gdy n — oo.

3. Wektor (X,Y) ma gestosé

Flz,y) = Czxy, z,y > 0, 22 +9% < 1,
Y= 0, W przeciwnym razie.

Wyznaczyé: a) stala C, b) P(X =Y), ¢) P(X >Y), d) dystrybuante X.

4. Na poczcie pojawia sie 400 klientéw dziennie, kazdy z nich dokonuje wplaty /wyplaty X;, gdzie X; sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, zerowej $redniej, i wariancji réwnej 100. Ile
gotowki nalezy mie¢ w kasie rano, by z prawdopodobienstwem 0,99 na koniec dnia nie zabrakto gotowki.



Zaktadamy, ze w ciggu dnia naczelnik poczty uzupelnia ze swojej kieszeni, ale wieczorem odzyskuje, jesli
na koniec dnia jest wynik dodatni.

5. Wykonanie pewnej pracy zajmuje czas losowy z Srednig 5 i wariancja 4. Zaklada sie, ze czasy pracy
kolejnych prac sa niezalezne o jednakowym rozktadzie. Oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej
50 prac zostanie wykonanych w przeciagu 240 godzin.

6. Niech dla kazdego n zmienne losowe &, ;,7 = 1,...,n s niezalezne o jednakowym rozkladzie jedno-
stajnym na [—n,n]. Zdefiniujmy indykatorowe zmienne trafien w odcinek (a,b) C [—n,n|, gdzie a < b

In; =1(&5 € (a,b)), ji=1,...,n

oraz liczbe trafien
n

Sp=>_ I

j=1

Oblicz $rednia i wariancje Sy,.

Udowodnié¢ z powolaniem sie na twierdzenia, ze S,, zbiega do rozkladu Poissona z parametrem . Ile
wynosi A7



