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1 Matematyka finansowa

Wymagane pojecia, fakty: Oprocentowanie (proste, zlozone, ciaglte, struktura stéop procentowych);
warto$é obecna i przyszta przeplywéw pienieznych; renty pewne (z géry, z dotu, terminowe i nieskoficzone,
stale, rosnace i malejace); obligacje: oprocentowanie, kupony, rentowno$é, cena czysta/brudna, duracja;
kontrakty forward /futures: payoff, cena bezarbitrazowa, krétka sprzedaz; opcje europejskie, amerykanskie,
egzotyczne (terminologia, wlasnosci, payoff, parytet put-call, ograniczenia gérne i dolne ceny); strategie
opcyjne; model dwumianowy, wycena risk-neutral, portfel replikujacy, delta, path-dependence; dywidendy
i ich wplyw na wycene opcji oraz kontraktéw terminowych; swapy: Interest Rate Swap (IRS), swap
walutowy (currency), stopa fixed i floating; model Blacka- Scholesa (kalibracja, wskazniki greckie, wycena,
hedging dynamiczny i statyczny, formula Blacka-Scholesa i podejScia numeryczne); rozwinigcia modelu
Blacka-Scholesa (w tym wielowymiarowo$é, dywidendy, dodatkowe oplaty, psucie sie aktywéw, niepewnosé
parametrow).

Wymagane umiejetnosci: Wyznaczanie warto$ci obecnych i przysztych dla przeptywow pieniez-
nych oraz rent pewnych (skoniczonych i nieskonczonych) w réznych modelach oprocentowania; wyznacza-
nie ceny teoretycznej obligacji i jej rentownosci oraz duracji; wyliczanie bezarbitrazowej ceny kontraktow
forward /futures, w tym dla kontraktéw na akcje wyplacajace dywidendy oraz na waluty; wyznaczanie war-
tosci portfeli opcyjnych oraz ich gérnych/dolnych ograniczen na podstawie wlasnosci model-independent
(np. parytet put-call); rysowanie wykreséw payoffu portfeli sktadajacych sie z akeji, obligacji, kontraktéw
forward lub opcji; wycena i zabezpieczanie opcji w modelu dwumianowym (europejskich, amerykanskich,
path-dependent); wyznaczanie korzysci ze swapa IRS dla dwoch stron; wyznaczanie ceny swapa walu-
towego typu fixed-for-fixed; model Blacka-Scholesa: wyprowadzenie rownania rézniczkowego na wartosé
instrumentu w modelu klasycznym i jego rozwinieciach; rozumienie wzoréw i zaleznosci pomiedzy pod-
stawowymi wzorami wyceny i hedgingu instrumentéw; rozumienie metody finite difference.

Przykltadowe zadania

1. Cena forward zakupu pewnej akcji niewyptacajacej dywidend za 5 lat wynosi 56 zt. Cena europejskiej
opcji put na ta samg akcje, z ceng wykonania 40 zt i zapadalnoscig réwniez 5 lat to 16 zt.

e Wyznacz cene europejskiej opcji call na ta sama akcje na bezarbitrazowym rynku, ktéra ma ta sama
cene wykonania 40 zl oraz zapadalnosé¢ 5 lat. Zatéz model oprocentowania ciagtego z nominalng
roczng stopa procentowa 4%.

e Narysuj payoff portfela sktadajacego sie w sumie z dwoch takich opcji put oraz jednej takiej opcji
call. Wskaz, ile wyniesie ten payoff dla ceny akcji réwnej 0 zt, 40 zt oraz 80 zt.



2. Spétkom A i B bank zaproponowal nastepujace roczne stopy oprocentowania kredytu w wysokosci 1
mln zl:

e spolce A: oprocentowanie stale w wysokosci 1,8% lub oprocentowanie zmienne w wysoko$ci WIBOR
+ 0,4%,

e spolce B: oprocentowanie stale w wysokosci 1,4% lub oprocentowanie zmienne w wysokosci WIBOR
+ 0,6%.

Spétka A woli placié¢ odsetki wedlug oprocentowania stalego, a spétka B wedlug zmiennego. Zeby uzy-
skaé jak najkorzystniejsze warunki, w banku zdecydowaly si¢ jednak na odwrotne wybory, po czym za
posrednictwem instytucji finansowej zawarly kontrakt SWAP, dzigki ktéremu placg taki rodzaj odsetek,
jaki pierwotnie chciatly. Wyznacz, ile wynosi stala stopa procentowa ptacona rocznie przez spotke A,
jesli posredniczaca instytucja finansowa zabiera prowizje w wysokosci 0,2%, a sp6tki A i B podzielily sie
korzyscig z zawarcia kontraktu SWAP po réwno.

3. Korzystajac z parytetu call-put wyprowadz zaleznos¢ miedzy wskaznikami greckimi delta dla opcji call
i put binarnych. Narysuj ich zaleznosé¢ od ceny aktywa podstawowego i opisz, jak bedzie sie ona zmieniala
w czasie.

4.Rozwijajac model Blacka-Scholesa, wyprowadz réwnanie na cene i delte opcji europejskiej call na 1
USD zakladajac state, ciagte oprocentowanie r dla PLN oraz r; dla USD.

5. 1 stycznia 2009 inwestor X zawart krotka pozycje w rocznym kontrakcie forward na aktywo, ktorego
dzisiejsza wartosé to 140, z inwestorem Y. 30 czerwca 2009, gdy cena aktywa jest rowna 120, inwestor Y
chce sie wycofa¢ z kontraktu. Tego dnia Y znalazl sobie zamiennika Z, ktéry godzi sie wypelni¢ wszystkie
obowiazki nalozone na Y w wyzej opisanym kontrakcie. Jaki powinien by¢ tego dnia przeptyw pieniadza
od Y do Z, zaktadajac ze Y nie chce by¢ zwiazany zadnymi zobowigzaniami z X i Z? Odpowiedz podaj
z doktadnoscig do 5 groszy, przy czym wartos¢ ujemna oznacza, ze Y otrzyma zaptate od Z. Zaléz, ze
kazdy miesiac ma taka sama liczbe dni w ciggu roku, a do obliczen przyjmij roczna stope ciagla wolna
od ryzyka na poziomie 5%.



2 Analiza stochastyczna i wstep do proceséw stochastycznych

Wymagane pojecia, fakty:

- tancuch i proces Markowa, réwnania Chapmana-Kolmogorowa, prospektywne, retrospektywne réw-
nania rézniczkowe Kolmogorowa, rozklad stacjonarny lancucha Markowa, wlasno$é Markowa,

- proces Wienera, zasada odbicia, moment zatrzymania,

- proces Poissona, ztozony proces Poissona,

- martyngaly, twierdzenie Dooba o opcjonalnym zatrzymaniu, twierdzenie Walda,

- procesy gaussowskie, utamkowy ruch Browna, procesy samopodobne,

- procesy Lévy’ego, wykladnik Lévy’ego,

- calka Ito i formula Ito.

Wymagane umiejetnosci:

- wyliczanie rozkladu stacjonarnego dla tancucha Markowa, uktadanie i rozwiazywanie rownan pro-
spektywnego/retrospektywnego Kolmogorowa dla procesu Markowa,

- sprawdzanie wlasnosci martyngatowych zadanego procesu stochastycznego,

- korzystanie z wlasnosci i réznych reprezentacji procesu Wienera i proceséw Markowa,

- obliczenie wyktadnika Lévy’ego dla procesoéw Lévy’ego,

- obliczanie podstawowych catek stochastycznych,

- korzystanie z formuty Ito.

Przykladowe zadania

1. Niech {Bj(t);t > 0},{B2(t);t > 0} beda niezaleznymi standardowymi ruchami Browna okreslonymi
na tej samej przestrzeni probabilistycznej.

a) Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste a takie, ze B(t) = aBj(t) + Ba(at) jest standardowym ruchem
Browna.

b) Obliczyé¢ P(B1(2004) > 2004B2(1)).

2. Niech {N(t);t > 0} bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A > 0. Wykazaé, ze
Eexp(iN(t)) = exp(t¥(0))

oraz podac postacé funkcji .

3. Znalezé¢ wszystkie liczby rzeczywiste a,b takie, ze (%, %, %)’ jest rozkladem stacjonarnym tancucha
Markowa o macierzy prawdopodobienstw przejsé

a+b b 0
0 1/2 1/2
12 0 1/2



3 Matematyka ubezpieczeniowa

Wymagane pojecia, fakty:

obecna warto$¢ aktuarialna, zakumulowana warto$¢ aktuarialna, teoretyczne prawa $miertelnodci,
tablice trwania zycia, hipoteza jednorodnej populacji, hipotezy interpolacyjne, ubezpieczenia na zycie,
dozycie i terminowe, renty zyciowe i terminowa, sktadki, rezerwy, elementarna teoria ubezpieczen dla
wielu 0sob i ubezpieczen na wiele ryzyk.

Podstawowe charakterystyki ryzyka X ($rednia, wariancja, odchylenie standardowe, skosnosé, kurto-
za), rozklady ciagle ryzyk i ich charakterystyki: normalny, logarytmicznie normalny, gamma, jednostajny,
Pareto, rozklady dyskretne ryzyk i ich charakterystyki; zmienne liczace (roztad dwumianowy, Poissona,
ujemny dwumianowy), funkcja uzytecznosci, model indywidualny, kontrakt stop-loss. Podstawowe kon-
trakty ubezpieczeniowe dla ryzyk indywidualnych (wktad wlasny, ryzyko dla ubezpieczyciela na pojedyn-
czg szkode 1 ryzyko dla ubezpieczyciela na pojedyncza ptatnosé, franszyza redukcyjna, wspoltplacenie,
dopuszczalny limit), sktadki netto, wariancji, odchylenia standardowego, model kolektywny, rozktad su-
my niezaleznych szkéd, rozklady zlozone (Poissona, dwumianowy, geometryczny, rekurencja Panjera,
aproksymacja rozkladéw zlozonych rozktadem normalnym, model Cramera-Lundberga).

Wymagane umiejetnosci:

wyliczenie prawdopodobienstw zgonu i przezycia na podstawie tablic trwania zycia lub przy zadanym
rozktadzie dlugoéci zycia, wyliczenie sktadek i rezerw na podstawie tablic trwania zycia lub przy zadanym
rozktadzie dtugosci zycia; wyliczanie sktadki w modelach bayesowskich wyliczanie parametréw rozktadu
danego ryzyka, wyliczanie sktadek dla zadanej funkcji uzytecznosci i zadanego rozktadu szkdéd, wyliczanie
miar ryzyka dla zadanego rozktadu szkody, wyliczanie rozkladu sumy szkod, wyliczanie momentéw roz-
ktadéw ztozonych, wyliczanie straty w indywidualnym modelu ryzyka, wyliczanie straty w kolektywnym
modelu ryzyka, wyliczanie prawdopodobienstwa ruiny.

Przykladowe zadania

1. Sze$cdziesieciolatek wptaca w dniu urodzin 1000 PLN do funduszu ubezpieczeniowego. Nastepnej
wplaty w wysokosci 2000 PLN planuje dokonaé¢ w dniu szesédziesiatych pierwszych urodzin. Jesli skonczy
sze$cdziesigt dwa lata zostanie mu wyptacona zakumulowana warto$é¢ aktuarialna opisanej powyzej renty.
Zmajdz te wartosc.
Do obliczen przyjmij, ze
P60 = 0.75, p[60]+1 = 0.4, 1= 0.2,

gdzie 7 jest efektywna stopa procentowa.

2. Trzyletnie ubezpieczenie dla osoby w wieku x wyptaca 1000 zt jedli $mier¢ nastapi w pierwszym roku,
2000 zt jesli émieré nastapi w drugim roku. Wyptaty dokonywane sa na koniec roku $émierci. W przypadku
dozycia do konica trwania ubezpieczenia wyptacana jest kwota 3000 zt. Wiadomo ze

=02, 1¢=02, 9¢ =03, v=09.
(a) Napisz obeca warto$é tego ubezpieczenia.

(b) Oblicz jednorazowa sktadke netto.

3. Rozpatrzmy nastepujacy produkt ubezpieczeniowy dla 20-latka - jesli umrze on w pierwszym roku
trwania umowy to wyplata wynosi 1000 PLN, jesli zyje na koniec drugiego roku to wyptata wynosi 2000
PLN. Ubezpieczony ptaci sktadki w wysokosci & PLN na poczatku pierwszego roku oraz 2z PLN na
poczatku drugiego roku. Znajdz x. Do obliczen przyjmij, ze zachodzi hipoteza jednorodnej populacji,
efektywna stopa procentowa w pierwszym roku wynosi i1 = 60% natomiast w drugim roku wynosi
’iQ = 25% ponadto lgo = 1000, l21 = 800, l22 = 400.



4. Oczekiwane dalsze trwanie zycia 40-latka wynosi eq9 = E(Ky9) = 28.5 roku natomiast e4; = 27.7 roku.
e Znajdz pyo przy zalozeniu, ze zachodzi hipoteza jednorodnej populacji (HJP).

e Zaktadajac dodatkowo ze roczna efektywna stopa procentowa i = 0.1 oblicz jednorazowa skladke
netto czystego ubezpieczenia na dozycie dla 40-latka na okres jednego roku na sume ubezpieczenia
100 PLN.

5. Szesédziesieciolatek podpisuje umowe ubezpieczeniowa w ramach, ktérej za rok powinien wptlaci¢ sume
x po czym od razu zacznie otrzymywac¢ dozywotnia rente wyplacana ze stata intensywnoécia 1000. Oblicz
x zakladajac, ze przyszly czas zycia sze$édziesieciolatka ma rozklad wyktadniczym z parametrem % oraz,
ze natezenie oprocentowania wynosi %0'
6. Niechdlat > 0, R(t) := u+2t—2§i(1t) X, u >0, gdzie (X;) iid oraz(N(t),t > 0) jest procesem Poissona
z intensywnoscia 2. Niech ¢(u) = P(T < o0) bedzie prawdopodobienstwem ruiny, gdzie T = inf{t : R(t) <
0}. Szkody X; maja rozklad wykladniczy o wartosci oczekiwanej 3/4. Wylicz prawdopodobienstwo ruiny
¥ (u), przy kapitale poczatkowym u = 1.

7. Dwie niezalezne sumaryczne szkody Si,S2 maja zlozone rozklady Poissona. S; ~ CPoisson(2,F),
Sy ~ CPoisson(2,G), gdzie F jest rozkladem réwnomiernym na {0,2,4} oraz G jest rozkladem réwno-
miernym na {1, 3,5}. Wtedy S1+S2 ma rozklad ztozony Poissona C' Poisson(\, H). Wylicz jego parametry
Aoraz H.

8. Niezalezne szkody maja rozklady P(X; = k) = exp(~1)/k!, P(Y; = k) = (*1F)(1/3)>(2/3)%, k =
0,1,.... Niech S = X7 +...+ X500 + Y1 + ... + Y500. Sktadka pobierana od szkody S jest postaci (1+60)FES,
dla pewnej statej 8 > 0. Wylicz wartos¢ tej stalej, aby szansa, ze zebrana skladka od wszystkich 1000
szkéd pokryje szkode wynosita 0.95.

9. X; i X3 to dwa niezalezne ryzyka o zbiorze mozliwych wartosci {0, 1,2,...}. Znamy wartosci dystry-
buanty Fi(z) = P(X; < z) oraz Fg(x) = P(X1 + X2 < 2):

x| Fi(x) | Fs(x)
0 0.6 0.12
1 0.8 0.46
21 09 0.58
3 1 0.83

Wylicz P(Xy = 2).
10. Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej X dany jest w tabeli:

x 0] 1] 2] 5 [ 10] 20
P(X=x) |08 0.1]003][0.03]0.03]0.0I

Wyznacz d, jesli wiadomo, ze E[I;(X)] =0.37.( [4(Y) = (Y —d)4).

11. W modelu rezerwy R, = u+n — (Wi + --- + W,,) wiemy, ze W; sa iid o rozkladzie geometrycznym
na 0,1,2,... z parametrem p = 3/4. Policz prawdopodobiefistwo ruiny w tym modelu dla v = 0.

12. Jesli zmienna losowa Y wyraza wartos¢ szkody, to zmienna [3(Y) = (Y — d); wyraza nadwyzke
szkody ponad d. Zalézmy, ze Y ma rozklad dyskretny okreslony na liczbach naturalnych. Jesli w dodatku
ograniczymy zainteresowanie do zmiennych I;(Y) o wartosciach d = 0,1,2,3,..., to pokaz, ze

Ell41(Y)] = BlLa(Y)] - P(Y > d)



13. Kapital poczatkowy wynosi w = 100. Inwestor ma awersje do ryzyka z funkcja u(w) = — exp(—aw), a >
0. Szkoda mu zagrazajaca ma rozklad wykladniczy X ~ Exp(2). Jaka sktadke G jest gotowy placié in-
westor?



4 Rachunek prawdopodobienstwa

Wymagane pojecia, fakty:

Prawdopodobienstwo klasyczne i geometryczne; rozwigzywanie zadan. Rozktady zmiennych i wekto-
row losowych; zmienne losowe ciggle i dyskretne. Pojecie ciagu niezaleznych zmiennych losowych. Wartosé
oczekiwana z.l., momenty z.l., wariancja.Warunkowe prawdopodobienstwo i wartos¢ oczekiwana. Przy-
padek gdy warunek ma dodatnie prawdopodobienstwo. Nierownosé Czebyszewa. Zbieznos¢ wg prawdo-
podobienstwa i wg rozktadu. Stabe prawo wielkich liczb. Twierdzenie graniczne Poissona i centralne
twierdzenie graniczne.

Wymagane umiejetnosci:

Proste zadania kombinatoryczne. Dystrybuanta, gesto$¢, funkcja prawdopodobienstwa. Obliczanie
rozktadéw przeksztatconych zmiennych lub wektoréw losowych. Na przyklad gdy jest znana gestosé
zmiennej losowej X to jaka jest gesto$é zmiennej losowej h(X). Podobnie dla wektoréw. Wzory na rozklad
normalny (zmiennej losowej i wektora losowego), rozklad dwumianowy i rozklad Poissona. Niezaleznosé
dwoch 1 wiecej zmiennych losowych. Pojecie ciggu niezaleznych zmiennych losowych. Niezalezno$é ciagu
zdarzen. Umiejetnosé liczenia wartosci oczekiwanej zmiennej losowe dla przypadku ciagtego i dyskretnego.
Wzér na wariancje sumy (przypadek zmiennych zaleznych i niezaleznych). Warianty twierdzenia Czeby-
szewa. Wykorzystanie centralnego twierdzenia granicznego do zadan praktycznych. Zadania na aprok-
symacje rozktadu dwumianowego i innych rozkladem Poissona. Zastosowanie transformat do obliczania
rozktadéw sum niezaleznych zmiennych losowych i twierdzen granicznych. Wykorzystanie twierdzen gra-
nicznych (centralnego twierdzenia granicznego i twierdzenia Poissona) do zadan aplikacyjnych.

Przyktadowe zadania

1. Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym z wektorem $redniej (2, 1) i macierza kowariancji

(1)

oraz 4 = X 4+ 2Y. Ciag Z1,Zs,...,Z100 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkltadzie jak Z. Oszacowaé

P(Zy + ...+ Zigo € (400 — 10v/10,400 + 10v/10)).

2. a) Wykonujemy co sekunde doswiadczenie Bernoulliego az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu.
Niech X oznacza liczbe wykonanych doswiadczen, Y mierzony w sekundach czas oczekiwania na pierwszy
sukces. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p. Wyznaczy¢ rozktady zmiennych losowych X i Y.

b) Przypus$émy, ze zamiast doswiadczen wykonywanych co sekunde, sa one dokonywane co 1/n sekundy.
Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi A/n. Przez Y, oznaczamy czas oczekiwania na pierwszy sukces
mierzony w sekundach. Wyznaczyé ogon dystrybuanty Y, oraz zbadaé jego zachowanie gdy n — oo.

3. Wektor (X,Y) ma gestosé

Flz,y) = Czxy, z,y > 0, 22 +9% < 1,
Y= 0, W przeciwnym razie.

Wyznaczyé: a) stala C, b) P(X =Y), ¢) P(X >Y), d) dystrybuante X.

4. Na poczcie pojawia sie 400 klientéw dziennie, kazdy z nich dokonuje wplaty /wyplaty X;, gdzie X; sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, zerowej $redniej, i wariancji réwnej 100. Ile
gotowki nalezy mie¢ w kasie rano, by z prawdopodobienstwem 0,99 na koniec dnia nie zabrakto gotowki.



Zaktadamy, ze w ciggu dnia naczelnik poczty uzupelnia ze swojej kieszeni, ale wieczorem odzyskuje, jesli
na koniec dnia jest wynik dodatni.

5. Wykonanie pewnej pracy zajmuje czas losowy z Srednig 5 i wariancja 4. Zaklada sie, ze czasy pracy
kolejnych prac sa niezalezne o jednakowym rozktadzie. Oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej
50 prac zostanie wykonanych w przeciagu 240 godzin.

6. Niech dla kazdego n zmienne losowe &, ;,7 = 1,...,n s niezalezne o jednakowym rozkladzie jedno-
stajnym na [—n,n]. Zdefiniujmy indykatorowe zmienne trafien w odcinek (a,b) C [—n,n|, gdzie a < b

In; =1(&5 € (a,b)), ji=1,...,n

oraz liczbe trafien
n

Sp=>_ I

j=1

Oblicz $rednia i wariancje Sy,.

Udowodnié¢ z powolaniem sie na twierdzenia, ze S,, zbiega do rozkladu Poissona z parametrem . Ile
wynosi A7



