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1 Modelowanie deterministyczne

Wymagane pojecia, fakty:

Modele wzrostu i rozwoju populacji (model Malthusa i prawo Verhulsta, model Lotki-Volterry, mode-
le symbiozy i konkurencji), réwnanie dyfuzji, uklady reakcji-dyfuzji modelujace epidemie, niestabilnos$é
Turinga.

Przykladowe zadania

1. Zal6zmy, ze populacja w obecnosci drapieznikdéw rozwija sie zgodnie z réwnaniem
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(a) Wyznacz stany stacjonarne.

(b) Okresl stabilno$é wyznaczonych stanéw stacjonarnych.

2. Zalézmy, ze populacja rozwijajaca sie zgodnie z réwnaniem
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poddana zostata odtowom na stalym poziomie E.
(i) Znajdz maksymalny mozliwy odtéw.

(ii) Dla modelu z odlowami wyznacz stany stacjonarne i okresl ich stabilnosé.



3. Rozpatrzmy model epidemiologiczny SIR opisany nastepujacym uktadem réwnan rézniczkowych
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(i) Opisz jak przebiega opisana tym modelem choroba.

(ii) Skorzystaj z parametryzacji s = S/N, i = I/N, T = fNt, a = a/BN, b = vy/N ic = u/N, aby
uczyni¢ model bezwymiarowym.

(iii) Wyznacz stany stacjonarne i zbadaj ich stabilnosé.

(iv) Jaki jest warunek, ktéry musza spelniaé¢ parametry modelu aby choroba zostala wyeliminowana z
populacji?

4. (Problem Keplera). W roku 1613 Kepler postanowil kupié¢ kilka beczek wina na swoje Slubne
przyjecie. Aby obliczyé koszt, kupiec zanurza miernik przez otwér na szpunt, jak pokazano na rysunku
1, i mierzy dtugosé L "mokrej” czesci preta mierniczego. Koszt beczki wina jest ustalony proporcjonalnie
do L. Kepler zauwazyl, ze beczki maja rézne ksztalty. Niektére sa wysokie i chude, podczas gdy inne sa
przysadziste i grube. Domysélal sie, ze przy tej samej wielkosci L beczki o réznych ksztaltach zawieraja
réwne ilosci wina. Znajac matematyke, postanowil ustali¢ jaki ksztalt beczki bylby najbardziej dla niego
korzystny.
Rozwiaz problem rozwazany przez Keplera gdy dla uproszczenia przyjmiemy, ze beczki maja ksztalt
walca. Znajdz proporcje (wysokosé: promient) walca, ktéry ma najwieksza objetos$é przy zalozeniu stalej
dlugosci L (przerywany odcinek na rysunku 2).

Przyjmujemy nastepujace zalozenia:

1. Beczka ma ksztalt walca.

2. Otwoér na szpunt znajduje sie w potowie wysokosci beczka.

3. Beczka jest pelna.
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Rysunek 1: Tlustracja problemu Keplera dla cylindrycznej beczki o $rednicy 2r i wysokos$é h. ZalozyliSmy, ze
wysoko$é otwér na szpunt to h/2. Dlugosé L oznacza "mokra” czesé preta pomiarowego kupca, stuzaca do okreslenia
ceny.



2 Modelowanie stochastyczne

Wymagane pojecia, fakty:

Klasyfikacja proceséw stochastycznych (procesy gaussowskie, procesy stacjonarne w szerszym sensie,
procesy stacjonarne i o przyrostach stacjonarnych, procesy o przyrostach niezaleznych, procesy Markowa),
lancuchy Markowa i procesy Markowa w czasie ciaglym z przeliczalna przestrzenia stanéw (klasyfikacja
stanéw, rozklad stacjonarny, twierdzenia ergodyczne), proces urodzin i Smierci, proces Poissona, ztozony
proces Poissona, proces odnowy, proces Wienera (podstawowe wlasnosci trajektorii, mocna wlasnosé
Markowa, zasada odbicia), symulacja zmiennych losowych i proceséw losowych, symulacja Monte Carlo.

Przykladowe zadania

1. Niech {N(t),t > 0} bedzie procesem Poissona z intensywnoscia A. Niech ¢ i T' beda ustalonymi
chwilami, takimi, ze 0 < ¢t < T, a n i k dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze k& < n. Wyznacz
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia { N (t) = k} wiedzac, ze {N(T) = n}.

2. Rozpatrzmy nastepujacy model mutacji nici DNA. Kazdy nukleotydy podlega mutacji w sposéb nie-
zalezny od pozostalych nukleotydéw. Przy kazdej replikacji nici DNA, kazdy z czterech nukleotydow
A,C,G,T moze zostaé¢ zastapiony przez nukleotyd innego typu z tym samym ustalonym prawdopodo-
bienstwem a.

(a) Zaproponuj model matematyczny opisujacy tak opisany proces mutacji.

(b) Zal6ézmy, ze w wybranym miejscu nici DNA znajduje sie poczatkowo nukleotyd C. Jaka jest srednia
liczba replikacji do momentu pojawienia sie nukleotydu G w tym ustalonym miejscu nici DNA?

(c) Zakladamy, ze ni¢ DNA podlegala bardzo duzej liczbie replikacji. Jakiej czestoéci poszczegdlnych
nukleotydéw mozemy sie wtedy spodziewaé w jej skladzie.

3. Rozwazmy lancuch Markowa {X,,},>0 z przestrzenia stanéw S = {0, 1} i macierz przej$é

l1-a a
P= [ b 1-b 1 ’
gdzie 0 < a, b < 1. Definiujemy nowy proces stochastyczny {Z,},>1 przyjmujac
Zn = (Xn-1,Xn), n>1L1
Wykaz, ze {Zy,}n>1 jest lancuchem Markowa i wyznacz jego macierz przejscia.

4. Zaczynasz od pieciu kosci. Rzué¢ wszystkie kostki i odtéz te kosci, na ktorych pojawia sie szostkitki.
Nastepnie rzué pozostatymi kosémi, odktadajac koéci, na ktérych pojawia sie széstkitki, i tak dalej. Niech
X, bedzie liczba kosci, ktore po n-rzutach dalty w wyniku széstkami.

(a) Opisz macierz prawdopodobienstw przejsé¢ P, dla tego tancucha Markowa.
(b) Znajdz prawdopodobienstwo zdobycia wszystkich szdstek po trzech rzutach.

(c) Jakiej postaci macierzy przejéé po 100 krokach P00 oczekujesz?



5. (Model Bernoulliego - Laplace’a). Rozwazmy dwa pudelka i tacznie 2N kulek, z ktérych N jest
koloru czerwonego i N zielonego. W chwili poczatkowej, k = X czerwonych kulek i N —k zielonych kulek
znajduje sie w pierwszym pudetku, a pozostate N — k czerwonych kulek i k£ zielonych kulek znajduje sie
w drugim pudetku.
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Rysunek 2: Przyktad stanu procesu opisanego przez model Bernoulliego - Laplace’a gdy N = 5.

W kazdej jednostce czasu losowo wybiera sie jedna kule z N kulek z kazdego pudetku, i zamienia si¢ je
miejscami. Pokaz, ze proces {X,, },>0 z przestrzenia stanéw S = {0, 1, 2, ..., N}, reprezentujacy liczbe
czerwonych kul w pierwsze pudetko jest lanicuchem Markowa. Na poczatek mozesz rozwazyé N = 5.

6. Rozwazmy tancuch Markowa {X,,},>0 z przestrzenia stanéw S = {0, 1, 2} i macierza przejscia
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gdzie uwage p € [0,1),i¢=1—p.

(a) Podaj rozktad prawdopodobienstwa pierwszego trafienia T := inf{n > 0 : X,, = 2}, do stanu 2,
gdy tancuch Markowa startuje ze stanu 0.

(b) Oblicz $redni czas trafienia
E[Ty| Xo = 0]

do stanu 2, gdy lancuch startuje ze stanu 0, (Xo = 0).

Wskazoéwka. Suma Z = X1 + -+ + X, niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie geometrycznym
geometrycznych na {1, 2, ...} ma rozklad ujemnie dwumianowy

k-1



3 Rownania rozniczkowe

Wymagane pojecia, fakty:

Tw. Banacha o kontrakcji i jego zastosowanie do réwnan rézniczkowych. Klasyczny rachunek waria-
cyjny i réwnanie Eulera-Lagrange’a. Zagadnienie izoperymetryczne. Przestrzenie Sobolewa. Stabe rozwia-
zania liniowych réwnan eliptycznych. Wartosdci wtasne i funkcje wtasne laplasjanu. Rozwigzania réwnania
ciepta w obszarze ograniczonym.

Przykladowe zadania

1. Niech ug bedzie funkcja ciagla na [0, 1], natomiast K(z,y) bedzie funkcja ciagla i ograniczona na
[0,1] x [0,1]. Dla jakiego A\ réwnanie

1
u(e) = wo(@) + A [ K (z,y)uly) dy
ma dokladnie jedno ciagle rozwiazanie na [0, 1].

2. Znalez¢ infimum funkcjonatu

dla dowolnych funkcji v = u(x) klasy C*.

3. Udowodnié, ze réwnanie —Au + u = f, rozwazane w obszarze ograniczonym, z warunkiem brzegowym
Dirichleta, ma dokladnie jedno stabe rozwiazanie dla dowolnej funkeji f = f(x) calkowalnej z kwadratem.

4. Pokazaé, ze funkcja u = u(z) - bedaca rozwigzaniem réwnania —Au + u = f z warunkiem brzegowym
Dirichleta, rozwazanym w obszarze ograniczonym, jest nieujemne prawie wszedzie, jezeli nieujemna jest

funkcja f = f(x).



4 Rachunek prawdopodobienstwa

Wymagane pojecia, fakty:

Prawdopodobienstwo klasyczne i geometryczne; rozwigzywanie zadan. Rozktady zmiennych i wekto-
row losowych; zmienne losowe ciggle i dyskretne. Pojecie ciagu niezaleznych zmiennych losowych. Wartosé
oczekiwana z.l., momenty z.l., wariancja.Warunkowe prawdopodobienstwo i wartos¢ oczekiwana. Przy-
padek gdy warunek ma dodatnie prawdopodobienstwo. Nierownosé Czebyszewa. Zbieznos¢ wg prawdo-
podobienstwa i wg rozktadu. Stabe prawo wielkich liczb. Twierdzenie graniczne Poissona i centralne
twierdzenie graniczne.

Wymagane umiejetnosci:

Proste zadania kombinatoryczne. Dystrybuanta, gesto$¢, funkcja prawdopodobienstwa. Obliczanie
rozktadéw przeksztatconych zmiennych lub wektoréw losowych. Na przyklad gdy jest znana gestosé
zmiennej losowej X to jaka jest gesto$é zmiennej losowej h(X). Podobnie dla wektoréw. Wzory na rozklad
normalny (zmiennej losowej i wektora losowego), rozklad dwumianowy i rozklad Poissona. Niezaleznosé
dwoch 1 wiecej zmiennych losowych. Pojecie ciggu niezaleznych zmiennych losowych. Niezalezno$é ciagu
zdarzen. Umiejetnosé liczenia wartosci oczekiwanej zmiennej losowe dla przypadku ciagtego i dyskretnego.
Wzér na wariancje sumy (przypadek zmiennych zaleznych i niezaleznych). Warianty twierdzenia Czeby-
szewa. Wykorzystanie centralnego twierdzenia granicznego do zadan praktycznych. Zadania na aprok-
symacje rozktadu dwumianowego i innych rozkladem Poissona. Zastosowanie transformat do obliczania
rozktadéw sum niezaleznych zmiennych losowych i twierdzen granicznych. Wykorzystanie twierdzen gra-
nicznych (centralnego twierdzenia granicznego i twierdzenia Poissona) do zadan aplikacyjnych.

Przykltadowe zadania

1. Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym z wektorem $redniej (2, 1) i macierza kowariancji

(1)

oraz 4 = X 4+ 2Y. Ciag Z1,Zs,...,Z100 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie jak Z. Oszacowaé

P(Zy + ...+ Zigo € (400 — 10v/10,400 + 10v/10)).

2. a) Wykonujemy co sekunde doswiadczenie Bernoulliego az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu.
Niech X oznacza liczbe wykonanych doswiadczen, Y mierzony w sekundach czas oczekiwania na pierwszy
sukces. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p. Wyznaczy¢ rozktady zmiennych losowych X i Y.

b) Przypus$émy, ze zamiast doswiadczen wykonywanych co sekunde, sa one dokonywane co 1/n sekundy.
Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi A/n. Przez Y, oznaczamy czas oczekiwania na pierwszy sukces
mierzony w sekundach. Wyznaczyé ogon dystrybuanty Y, oraz zbadaé jego zachowanie gdy n — oo.

3. Wektor (X,Y) ma gestosé

Flz,y) = Czxy, x,y > 0, 22+ 9% < 1,
)= 0, W przeciwnym razie.

Wyznaczyé: a) stala C, b) P(X =Y), ¢) P(X >Y), d) dystrybuante X.

4. Na poczcie pojawia sie 400 klientéw dziennie, kazdy z nich dokonuje wplaty /wyplaty X;, gdzie X; sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, zerowej $redniej, i wariancji réwnej 100. Ile
gotowki nalezy mie¢ w kasie rano, by z prawdopodobienstwem 0,99 na koniec dnia nie zabraklto gotowki.



Zaktadamy, ze w ciggu dnia naczelnik poczty uzupelnia ze swojej kieszeni, ale wieczorem odzyskuje, jesli
na koniec dnia jest wynik dodatni.

5. Wykonanie pewnej pracy zajmuje czas losowy z Srednig 5 i wariancja 4. Zaklada sie, ze czasy pracy
kolejnych prac sa niezalezne o jednakowym rozktadzie. Oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej
50 prac zostanie wykonanych w przeciagu 240 godzin.

6. Niech dla kazdego n zmienne losowe &, ;,7 = 1,...,n s niezalezne o jednakowym rozkladzie jedno-
stajnym na [—n,n]. Zdefiniujmy indykatorowe zmienne trafien w odcinek (a,b) C [—n,n|, gdzie a < b

In; =145 € (a,b)), ji=1,...,n

oraz liczbe trafien
n

Sn =Y Inj.

=1

Oblicz $rednia i wariancje Sy,.
Udowodnié¢ z powolaniem sie na twierdzenia, ze S,, zbiega do rozkladu Poissona z parametrem A. Ile
wynosi A7



