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Wstep

Skrypt jest przeznaczony dla studentéw kierunku matematyka na Wydziale Matematyki
i Informatyki UWr. Udzial w kursie MUMIO wymaga wcze$niejszego zaliczenia kursu
rachunku prawdopodobienstwa A lub B.

Dla wygody wiele uzywanych faktow znajduje sie w Dodatku.

Rozdzialy oznaczone * wymagaja znajomosci bardziej zaawansowanych narzedzi rachunku
prawdopodobienstwa spoza kursu rachunku prawdopodobienstwa A.

Kursywa podana jest terminologia angielska.

Kurs zawiera matematyczne podstawy i klasyczne metody uzywane w zawodzie aktuariu-
sza.

Specjalistag w zakresie oszacowania ryzyka jest aktuariusz. Miejscem pracy aktuariusza
moga by¢ wszystkie instytucje finansowe, w ktérych zarzadza sie ryzykiem. W Polsce
istnieje wciaz zapotrzebowanie na aktuariuszy.

Aktuariusz to specjalista ubezpieczeniowy, ktéry oszacowuje za pomocg metod matema-
tyki aktuarialnej, wysokos¢ sktadki, $wiadczen, odszkodowan, rezerw ubezpieczeniowych.
Aktuariusze w oparciu o dane historyczne, regulacje prawne i prognozy dokonuja kalku-
lacji prawdopodobienstw zdarzen losowych. Oszacowuja réwniez ryzyko powstania szkod
majatkowych. Aktuariusz przypisuje finansowg warto$é¢ przysztym zdarzeniom.

Korzenie zawodu aktuariusza siegaja przetomu XVII i XVIII w. i byly powiazane przede
wszystkim z rozwojem ubezpieczen na zycie, ale gléwnego znaczenia profesja ta nabrata
dopiero w XIX w. Matematyke aktuarialna zapoczatkowaly pod koniec XVII w. prace
angielskiego astronoma E. Halleya dotyczace wymieralnosci w wybranej populacji, a w
1948 r. w Londynie powstal Instytut Aktuariuszy - pierwsza placéwka naukowa prowadzaca
prace z zakresu matematyki aktuarialnej.

W Polsce za poczatek zawodu aktuariusza mozna uznaé rok 1920, w ktérym dziatalnosé
rozpoczal Polski Instytut Aktuariuszy. Srodowisko aktuariuszy w 1991 r. powolalo Polskie
Stowarzyszenie Aktuariuszy. Zadaniem Stowarzyszenia jest wspieranie tej grupy zawodo-
wej, a takze uczestnictwo w pracach legislacyjnych w zakresie ubezpieczen. Stowarzyszenie
jest cztonkiem Miedzynarodowego Stowarzyszenia Aktuariuszy.

Sektor towarzystw ubezpieczeniowych, zaréwno na zycie jak i majatkowo-osobowych, nie
moze funkcjonowaé bez aktuariuszy, ktorzy w wiekszosci wtasnie tam pracuja. Zgod-
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nie z Ustawa o dzialalnoSci ubezpieczeniowej z 11 wrzesnia 2015, (zob. szczegdly na
www.knf.gov.pl/dla,ynku/egzaminy w zakladce egzamin na aktuariusza)

do zadan aktuariusza w Polsce nalezy:

ustalanie wartosci rezerw techniczno-ubezpieczeniowych,

kontrolowanie aktywoéw stanowiacych pokrycie rezerw techniczno-ubezpieczeniowych,

wyliczanie marginesu wyptacalnosci,

sporzadzanie rocznego raportu o stanie portfela ubezpieczen,

ustalanie wartosci sktadnikéw zaliczanych do srodkéw wilasnych.

Aktuariusze moga pracowaé we wszystkich instytucjach finansowych zarzadzajacych ryzy-
kiem. Moga pracowa¢ w firmach konsultingowych, udzielajac porad w zakresie podejmowa-
nia decyzji finansowych. W szczegdlnosci pomagaja zaprojektowaé programy emerytalne,
a w trakcie ich dzialania wyceniaja ich aktywa i zobowiazania. Aktuariusze mogg réwniez
oszacowywaé koszt réznego rodzaju ryzyk w dziatalnoéci przedsiebiorstw. Moga pracowaé
réwniez w instytucjach panstwowych zwiazanych np. z systemem ubezpieczen spotecznych
czy zdrowotnych.

Ponadto aktuariusze moga znalezé zatrudnienie wszedzie tam, gdzie konieczne jest roz-
wigzywanie probleméw finansowych i statystycznych - banki i firmy inwestycyjne, duze
korporacje, zwiazki zawodowe.

Zgodnie z ustawg o dzialalnosci ubezpieczeniowej, aktuariuszem moze zostaé¢ osoba fi-
zyczna, ktora:

- ukonczyta studia wyzsze,

- przez okres co najmniej 2 lat wykonywata czynnosci z zakresu matematyki ubezpiecze-
niowej, finansowej i statystyki, pod kierunkiem aktuariusza,

- zlozyla z pozytywnym wynikiem egzamin aktuarialny,
- posiada petna zdolno$é do czynnosci prawnych,
- korzysta z pelni praw publicznych,

- nie byta prawomocnie skazana za umy$lne przestepstwo przeciwko wiarygodnoéci doku-
mentdw, przestepstwo przeciwko mieniu lub za przestepstwo skarbowe.

Jednym z powyzszych wymogéw dla uzyskania licencji aktuariusza jest zdanie egzaminu
aktuarialnego. Zgodnie z rozporzadzeniem Ministra Finanséow z 23 kwietnia 2015 r. w
sprawie zakresu obowigzujacych tematéw egzaminéw aktuarialnych oraz trybu przepro-
wadzania tych egzaminéw zakres tego egzaminu obejmuje cztery dzialy:

- matematyke finansows,

- matematyke ubezpieczen na zycie,

- matematyke pozostalych ubezpieczen osobowych i majatkowych,
- prawdopodobienstwo i statystyke.

Egzaminy sa organizowane co najmniej 2 razy w roku kalendarzowym. Kazda cze$¢ egza-
minu sktada sie z 10 pytan. Kazde pytanie oceniane jest wedlug nastepujacej skali:
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- dobra odpowiedz: 3 punkty, - bledna odpowiedz: -2 punkty, - brak odpowiedzi: 0 punktéw.

Egzamin uwaza sie za zaliczony po uzyskaniu 13 punktéw z jednej czedci. Zaliczenie wszyst-
kich dziatléw nie moze trwa¢ dluzej niz 2 lata.

Aktuariuszem najczesciej moga zostaé osoby w wyksztalceniem matematycznym lub eko-
nomicznym.

Jednym z gtéwnych zadan w dzialalnoéci firm ubezpieczeniowych jest dbalosé o wypta-
calnos¢. Na firmy ubezpieczeniowe nalozone jest wiele wymogoéw zapewniajacych bezpie-
czenstwo dzialalnosci ubezpieczeniowej. Dziatalnosé ubezpieczeniowa ze wzgledu na swoje
spoteczne i gospodarcze znaczenie zostata poddana nadzorowi wyspecjalizowanego organu
administracji panstwowej.

Wyptacalno$é to zdolnoéé firmy do splaty zobowigzan w terminie. Jest podstawowym
kryterium oceny kondycji finansowej zakladu ubezpieczen.

Jeden z podstawowych wymogoéw dziatalnoéci ubezpieczeniowej dotyczy marginesu wy-
ptacalnosci. Margines wyptacalnosci jest to okreslona przepisami prawa wielko$¢ srodkéw
witasnych zakladu ubezpieczen, ktéra ma na celu zapewnienie wyptacalnosci i nie moze
by¢ nizsza od minimalnej wysokosci kapitatu gwarancyjnego.

Wymogi dotyczace marginesu wyptacalnosci dla zaktadéw ubezpieczen zostaly wprowa-
dzone w 1973 roku.

Wraz z rozwojem rynku ubezpieczeniowego, pojawieniem sie nowych produktéw oraz ryzyk
istniejace wymogi przestaly w pelni odzwierciedla¢ wszystkie ryzyka, na ktére bylty nara-
zone firmy ubezpieczeniowe. Dotyczylo to gléwnie ryzyk finansowych np. ryzyka zmiany
stop procentowych. Pomimo spetniania istniejacych wymogéw wyptacalnosci przez firmy
ubezpieczeniowe, kondycja finansowa tych firm pogarszata sie. Obowiazujace wymogi wy-
placalnosci nie spelniaty juz oczekiwan zwiazanych z zapewnieniem bezpieczenstwa dzia-
talnosci ubezpieczeniowej. Nie bez znaczenia byl réwniez fakt coraz wiekszego skupienia
dziatalnosci ubezpieczeniowej wokét miedzynarodowych grup kapitatowych.

Pierwszym krokiem w kierunku poprawienia systemu badania wyptacalnosci byto wprowa-
dzenie Solvency I. W prawie polskim Solvency I zwigkszyto wysokos¢é minimalnego kapitatu
gwarancyjnego dla spétek akcyjnych z grupy I (ubezpieczenia na zycie) z 800 tys. euro do
3 mln euro, dla dziatu II (ubezpieczenia majatkowe) grup 1-9 oraz 16-18 z 300 tys. euro
i 200 tys. euro do 2 mln euro. Wprowadzono réwniez coroczng indeksacje minimalnego
kapitalu gwarancyjnego.

Zmieniajaca sie rzeczywistos¢ finansowa i gospodarcza wymusila debate nad zmianami
w nowym systemie wyptacalnosci zaktadéw ubezpieczen. Wykonano szereg analiz ryzyk
dziatalnosci ubezpieczeniowej, analiz bankructw, analiz istniejacych modeli wyptacalnosci
wdrozonych w innych krajach. Wynikiem tych dziatan miato by¢ powstanie nowego sys-
temu badania wyptacalno$ci Solvency II. Zostal on zapoczatkowany w 2001 roku przez
Komisje Furopejska w ramach Komitetu Europejskiego.

U podstaw dyskusji nad koniecznoécia wprowadzenia Solvency II lezy szereg niedoskona-
tosci w istniejacych regulacjach dotyczacych wyplacalnoéci. Sposréd nich nalezy tu cho-
ciazby wymieni¢ metody bazujace na sktadce, ktére nie uwzgledniaja istotnych ryzyk; brak
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uwzglednienia kompletnych form transferu ryzyka, brak uwzglednienia zaleznosci pomie-
dzy aktywami i pasywami oraz zakresem prowadzonej dziatalnosci.

Nowo powstajacy system Solvency II ma by¢ uniwersalny i ma objaé¢ wszystkie firmy
ubezpieczeniowe prowadzace dzialalnosé na terenie UE. Jest on wzorowany na Bazylei II,
ktora okresla zasady wyptacalnosci dla bankéw.

Nowy system oceny wyplacalnoéci zgodny z Solvency II ma by¢ dopasowany do rzeczywi-
stych ryzyk, na jakie narazony jest zaklad ubezpieczen.

W przypadku instytucji ubezpieczeniowej potencjalne ryzyka sg specyficzne dla typow
zawieranych uméw ubezpieczenia w zakresie ubezpieczen na zycie lub ubezpieczen majat-
kowych. Umiejetnos¢ skutecznej identyfikacji, oceny i monitorowania ryzyk moze uchronié
przed znacznymi stratami. Kluczowsg role odgrywaja tu przyjete metodologie zarzadzania
ryzykiem, stuzace eliminacji ich negatywnego wptywu na wyniki finansowe.

Ryzyka, na ktére jest narazony zaktad ubezpieczen mozna podzieli¢ na ryzyka aktuarialne
zwigzane z przysztymi wynikami technicznymi zaleznymi od czynnikow losowych czestodci,
intensywnoéci szkdd, kosztéw operacyjnych, zmian w sktadzie portfela wypowiedzen badz
konwersji uméw ubezpieczenia oraz ryzyka finansowe ryzyka, na ktére jest narazona kazda
instytucja finansowa, (np. bank), do tej grupy zaliczaja sie ryzyka takie jak: ryzyko zmian
stopy procentowej, ryzyko kredytowe, ryzyko rynkowe, ryzyko walutowe.

Wieksza uwaga nadzoru ubezpieczeniowego ma skupi¢ sie na kontroli sposobéw zarzadza-
nia ryzykiem przez firmy ubezpieczeniowe, jak réwniez na poprawnosci przyjetych w tym
zakresie zatozen. Idea Solvency II polega na $ci$lejszym uzaleznieniu wysokosci kapitatu
od wielkosci ryzyka podejmowanego przed firmy ubezpieczeniowe. Ujednoliceniu maja by¢
poddane sposoby raportowania firm ubezpieczeniowych w réznych krajach. Solvency II
ma mie¢ o wiele wigkszy zakres od Solvency I, ma uwzgledni¢, bowiem wplyw nowych
tendencji z zakresu metodologii zarzadzania ryzykiem w ubezpieczeniach, szeroko pojetej
inzynierii finansowej oraz standardéw sprawozdawczosci zgodnych z wymogami TASB (In-
ternational Accounting Standard Board). Pierwszorzednymi zamierzeniami projektu jest
znalezienie wymogu marginesu wyplacalnodci oraz osiagniecie wigkszej synchronizacji w
ustalaniu poziomu rezerw technicznych.

Znaczaca role techniczng w ramach Solvency I odgrywaja miary ryzyka takie jak VaR,
TVaR, CVaR itp. oraz kopuly (copulas), ktére beda omdéwione w obecnym skrypcie.



Rozdzial 1

Wprowadzenie

Zawo6d aktuariusza jest jednym z najstarszych w $wiecie finanséw. Historia tego zawodu
rozpoczyna sie¢ w polowie dziewietnastego wieku wraz z ubezpieczeniami na zycie i az
do lat szesédziesiatych dwudziestego wieku matematyczne metody aktuariusza zwigzane
byly z wycena kontraktow ubezpieczeniowych, tworzeniem tablic przezycia na podsta-
wie danych statystycznych oraz z wyliczniem rezerw pienieznych firmy. W latach szesé-
dziesiatych rozpoczeto stosowanie matematycznych metod do stworzenia teorii ryzyka na
uzytek ubezpieczen majatkowych i osobowych. Punktem wyjscia byl standardowy zto-
zony proces Poissona, ktérego pomyst pochodzi od Filipa Lundberga z 1903 roku, a ktory
matematycznie zostal opracowany przez Haralda Cramera w latach trzydziestych. Do lat
dziewiecdziesiatych byl on rozwijany na rézne sposoby. Proces Poissona zostal zastapiony
przez proces odnowy oraz przez proces Coxa, nastepnie uzyto proceséw Markowa kawal-
kami deterministycznych, wreszcie wprowadzono losowe otoczenie pozwalajace na mode-
lowanie losowych zmian w intensywnosci zgloszen szkéd i wielkosci szkéd. Pojawia sie
wiele ksiazek z teorii ryzyka (zob. liste referencji). Jednym z najbardziej matematycznie
interesujacych zagadnien w teorii ryzyka jest zagadnienie ruiny, gdzie czasy pierwszego
przekroczenia wysokiego poziomu rezerwy kapitalowej sa w centrum uwagi. Stare i nowe
rezultaty na tym polu moga by¢ wytlumaczone przez teorie martyngaléow i uzyte do poka-
zania nieréwnosci Lundberga dla bardzo ogélnych modeli dowodzac, iz dla matych szkdd
prawdopodobienstwo ruiny dazy do zera wyktadniczo szybko wraz z rezerwa poczatkowa.
Specjalna teoria pojawia sie dla szkdéd potencjalnie duzych. Warunkowe twierdzenia gra-
niczne pozwalaja zrozumie¢ trajektorie prowadzace do ruiny. Interesujacy rozkwit metod
matematycznych w latach dziewieé¢dziesiatych dokonat sie gtéwnie z dwoch przyczyn: wzro-
stu szkdd zwiazanych z katastrofami oraz z gwaltownego rozwoju rynkéw finansowych.

Wielkie katastrofy i szkody lat siedemdziesiatych i osiemdziesiatych spowodowalty prze-
kroczenia rezerw na rynku ubezpieczen pierwotnych i wtérnych. Szybko rosnacy rynek
finansowy w tym czasie poszukiwal nowych mozliwoéci inwestycyjnych réwniez w zakre-
sie przyjmowania zakladéw w zakresie naturalnych katastrof takich jak trzesienia ziemi i
huragany. Czestos¢ wystepowania i rozmiary wielkich szkéd stworzylty potrzebe wprowa-
dzenia wyszukanych modeli statystycznych do badania procesu szkdéd. Teoria wartosci
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ekstremalnych dostarcza niezbednych matematycznych narzedzi do wprowadzenia no-
wych metod. Pojawiaja sie ksiazki w zakresie teorii wartosci ekstremalnych w kontekscie
problematyki ubezpieczeniowe;j.

W latach osiemdziesiatych banki inwestycyjne dostrzegaja, iz zabezpieczanie sie przed ry-
zykiem finansowym nie jest wystarczajace ze wzgledu na dodatkowe ryzyka rynkowe. Tak
zwany traktat z Bazylei z roku 1988 z poprawkami z lat 1994-1996, wprowadza trady-
cyjne metody ubezpieczeniowe budowania rezerw do sfery ryzyka bankowego. Rezerwy
musza by¢ tworzone na pokrycie tzw. earning at risk, to znaczy réznicy miedzy wartoscia
$rednia, a kwantylem jednoprocentowym rozktadu zysku/straty (profit/loss). Wyznacze-
nie tak malego kwantyla wymaga bardzo specjalnych metod statystycznych. Metody ak-
tuarialne stosowane sg réwniez do modelowania ryzyka kredytowego. Portfele kredytowe
sa poréwnywalne z portfelami ryzyk ubezpieczeniowych. Przyszty rozwdj metod ubezpie-
czeniowych zwiagzany jest z powstawaniem zlozonych rynkéw ubezpieczeniowych, firmy
ubezpieczeniowe oczekuja elastycznych rozwiazan zapewniajacych pomoc w catosciowym
podejsciu do zarzadzania ryzykiem.

Catkiem naturalnie na tym tle wprowadzane sa metody pochodzace z teorii stochastycznej
optymalizacji. Wiele zmiennych kontrolnych takich jak wielko$¢ reasekuracji, dywidendy,
inwestycje sa badane lacznie w sposéb dynamiczny prowadzac do réwnan Hamiltona-
Jakobiego-Bellmana, rozwiazywanych numerycznie.

Po tym krétkim nakredleniu historii rozwoju metod matematycznych w ubezpieczeniach
wracamy do podstawowego modelu. Pomys$lmy o konkretnej sytuacji. Przegladajac wszyst-
kie polisy ubezpieczeniowe, zakupione w jednej firmie ubezpieczeniowej, ktore ubezpieczaja
skutki pozaru mieszkan w pewnej dzielnicy duzego miasta, najprawdopodobniej natkniemy
sie na poréwnywalna wartos¢ ubezpieczanych dobr oraz mozemy przyjac, iz szanse na po-
zar w poszczegolnych budynkach sa podobne. Taki zbiér polis tworzy jednorodny portfel
ubezpieczeniowy. Wiekszos¢ firm ubezpieczeniowych uzywa tego rodzaju portfeli jako pod-
stawowych cegietek swej dziatalnosci. Cegietki takie, odpowiednio utozone, tworza wigksze
bloki dziatalnosci takie jak ubezpieczenia od ognia, ubezpieczenia ruchu drogowego, ubez-
pieczenia przed kradziezami, ubezpieczenia majatkowe itd. Blok ubezpieczen od ognia
zawiera wtedy wiele portfeli rézniacych sie rodzajami ryzyka, na przykiad dla: wolno
stojacych domoéw, doméw szeregowych, budynkéw wielomieszkaniowych, sklepdw, marke-
tow itd., ktére wymagaja osobnego okreslenia ryzyka ubezpieczeniowego dla kazdego
rodzaju i wyliczenia innej sktadki ubezpieczeniowej, choéby z tego tylko powodu, iz roz-
miar szkody w poszczegdlnych portfelach moze by¢ nieporéwnywalny. W dalszym ciagu
skupia¢ bedziemy nasza uwage na analizie pojedynczych portfeli, ktére sktadaé sie beda z
wielu elementéw natury losowej lub deterministycznej. Podstawowym parametrem port-
fela jest czasokres w ktorym ubezpieczone ryzyka moga generowaé szkody. Zwykle dane
odnoszace sie do danego portfela obejmuja okres jedengo roku. Kluczowym parametrem
jest rezerwa poczatkowa (kapital poczatkowy), wyznaczany na poczatku czasokresu w celu
pokrycia kosztéw wynikajacych ze zgtoszonych szkdéd w portfelu. Same zgloszenia wyzna-
czone sa przez chwile zgloszen T7 < Th < T3 < ..., przy czym wygodnie jest przyjaé iz
Ty = 0 < Ty. Liczbg zgloszen do chwili ¢ > 0 definiujemy przez N(t) = max{n : T,, < t}.
Kazde zgloszenie zwiazane jest z wielkoscia zglaszanej szkody oznaczanej przez X, , dla
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n—tego zgloszenia. Przy tych oznaczeniach catkowita wartosé szkoéd zgloszonych do chwili
t réwna sie S(t) = Zﬁ(lt) X;. (Przyjmujemy S(t) = 0, gdy N(t) = 0). Oznaczmy przez
H (t) wartos¢ skladek zebranych w portfelu do chwili ¢t. Zwykle przyjmujemy, ze H (t) = ct,
dla pewnej stalej wartosci ¢ > 0. Wtedy rezerwa kapitalu w portfelu, przy zatozeniu, ze
kapital poczatkowy wynosi u, wyraza sie wzorem R(t) = u+ H(t) — S(t). Zakladajac, ze
momenty zgloszen oraz wielkosci szkdd sa zmiennymi losowymi, mozemy interpretowaé
kolekcje zmiennych (R(t),t > 0) jako proces stochastyczny. (Jest to tak zwany proces
ryzyka). Badanie procesu ryzyka jest centralnym zagadnieniem tak zwanej teorii ryzyka,
ktora z kolei stanowi niewatpliwie jadro matematyki ubezpieczeniowej poSwieconej ubez-
pieczeniom majatkowym i osobowym.

Nakreslimy teraz blizej zestawy zalozen przyjmowanych o zmiennych losowych tego mo-
delu, ktére umozliwiaja doktadniejsza analize portfeli.

Rozpoczniemy od podania detali dotyczacych ciagu zgloszeni. O zmiennych losowych 11, To,
przyja¢ wiele réznych zatozen. W pewnych szczegblnych przypadkach uzytecznym i od-
powiednim zalozeniem jest to, iz ciag ten tworzy proces odnowy, tzn. ciag zmien-
nych losowych odstepow miedzy zgloszeniami W; = T; — T;_1,i = 1,2,..., jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozkladach. Taki proces zgloszen jest
elementem sktadowym modelu Sparre Andersena, ktory bedzie opisany detalicznie p6z-
niej. Klasycznym przyktadem procesu odnowy jest proces Poissona, w ktérym odstepy
miedzy zgloszeniami maja rozklad wyktadniczy. Poniewaz rozkiad wykladniczy jako je-
dyny ma wlasno$¢ braku pamieci, proces Poissona ma wiele strukturalnych wtasnosci
odrézniajacych go od innych proceséw. (Wlasno$¢é braku pamieci rozkladu wykladniczego
jest zdefiniowana przez réwnos¢ P(W > x+y | W > y) = P(W > z), dla z,y > 0
lub réwnowaznie P(W > z +y) = P(W > z)P(W > y)). Na przyklad, dla procesu
Poissona P(N(t) = k) = e*)‘t%,k = 0,1,.., gdzie 0 < A = (EW)™!, przy tym,
EN(t) = Xt = VarN(t). Ponadto liczby zgloszen w roztacznych przedzialach czasowych
w procesie Poissona tworza kolekcje niezaleznych zmiennych losowych.

W praktyce aktuarialnej zauwazono juz dawno, iz stosunek wartosci oczekiwanej do wa-
riancji w procesach zgloszen (N(t),t > 0) bardzo czesto nie jest réwny jeden (tak jest
w procesie Poissona). Mozna to wyttumaczy¢ tym, ze indywidualne szkody w portfelu sa
zglaszane zgodnie z procesem Poissona o pewnej wartosci sredniej, lecz warto$é Srednia
iloéci indywidualnych zgloszen moze by¢ rézna dla kazdej z polis w portfelu. Takie zalo-

zenie prowadzi do procesu zgloszen dla ktérego P(N(t) = k) = [;° e~ (’\,f!)de()\), gdzie
F' jest pewna dystrybuanta okreslajaca rozktad parametru A w zbiorze mozliwych warto-
sci w danym portfelu (zakladamy zawsze, ze A > 0). Wygodnie jest przyjaé, ze istnieje
zmienna losowa A okreslajaca losowa wartosé parametru A, spelniajaca P(A < \) = F()).
Zakladamy przy tym, ze A jest zmienna losowa niezalezna od indywidualnych proceséw
Poissona. Proces (N(t),t > 0) spelniajacy te zalozenia jest tak zwanym mieszanym
Procesem Poissona. Szczegdlny przypadek, gdy A ma rozkltad gamma, odpowiada tak

zwanemu procesowi Polya.

Inna uzyteczna klasa proceséw zgloszen jest wyznaczona zwiazkiem rekurencyjnym postaci
P(N(t) = k) = (a+ %)P(N(t) =k—1)dla k = 1,2,... oraz pewnych staltych a,b (by¢

...mozna
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moze zaleznych jedynie od t). Rozklad geometryczny, dwumianowy i Poissona znajduja
sie w tej klasie, przy odpowiedniej specyfikacji stalych a,b. Dla takich proceséw Panjer
pokazal uzyteczna rekurencje pozwalajaca wyznaczy¢ rozklad catkowitej wartosci szkod
w portfelu.

Wspomniana wcze$niej wtasno$é¢ procesu Poissona, iz liczby zgloszen w roztacznych prze-
dziatach czasowych tworza kolekcje niezaleznych zmiennych losowych stanowi punkt wyj-
scia do teorii proceséw o niezaleznych przyrostach. Procesy zgloszen posiadajace te¢ wla-
snoé¢ sa procesami, dla ktérych P(N(t) = k) = Y i e‘”%p’,@i, gdzie p}’ oznacza
i—krotny splot funkcji prawdopodobienstwa (pg, k = 0,1, ...). Oznacza to, ze liczbe zglo-
szeh mozna zapisa¢ w postaci N (t) = Zfi(t) Y;, gdzie (K(t),t > 0) jest Procesem Poissona
niezaleznym od ciagu zmiennych (Y;,7 = 1,2, ...), ktére sa z kolei wzajemnie niezalezne o
jednakowym rozkladzie (pg,k = 0,1,...) Takie procesy sa ztozonymi procesami Pois-
sona.

Podstawowym zalozeniem o wielkosciach zglaszanych szkéd w portfelu jest to, iz tworza
one ciag X1, X, ... niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozktadach. W zasa-
dzie kazda dystrybuanta skoncentrowana na [0, co) moze by¢ uzyta do okreslenia rozktadu
wielkosci szkdd, jednakze czesto odréznia sie dystrubuanty o lekkich i ciezkich ogonach.
Dystrybuanty o lekkich ogonach sa asymptotycznie réwnowazne rozkladowi wyktadni-
czemu. Dystrybuanty o ciezkich ogonach stuza do modelowania szkdd, ktére moga osiagaé
wartosci relatywnie bardzo duze z istotnymi prawdopodobienstwami (tak jak sie zdarza
w przypadku portfeli ubezpieczen od pozaréw). Typowym rozkladem cigzkoogonowym
uzywanym w praktyce jest rozktad Pareto.

Latwo wyobrazi¢ sobie sytuacje, w ktérych proces zgloszen (N(t),t > 0) i ciag wielkosci
zglaszanych szkéd (X,,,n = 1,2,...) sa zalezne, jak na przyktad w przypadku szkéd wy-
nikajacych z wypadkow drogowych, kiedy to intensywno$é¢ zgtoszen jak réwniez rozmiar
szkdd zaleza od warunkéw drogowych zwiazanych z pora roku. Obliczenie rozkladu cat-
kowitej wartodci szkdd jest w tym przypadku mozliwe jedynie w bardzo specjalnych przy-
padkach. Dlatego przyjmuje si¢ bardzo czesto, ze (N(t),t > 0) oraz (X,,n = 1,2,...) sa
niezalezne. Nawet przy tym zalozeniu wyliczenie rozkladu S(¢) nie jest latwym zadaniem.
Podstawowym wzorem w tym przypadku jest P(S(t) < z) = .72, P(N(t) = i) F(z),
gdzie Fx(r) = P(X; < z). Jak widzimy potrzebne sa sploty F3¥, dla ktérych proste
wzory s3 znane jedynie w nielicznych przypadkach. Z tego powodu musimy zdac si¢ czesto
na aproksymacje. W przypadku, gdy liczba zgloszen jest duza a rozklady maja skon-
czone wariancje mozna bedzie zastosowaé Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG) i wtedy
P(S(t) < z) = @(%) Aproksymacja tego rodzaju jest bardzo niedokladna, gdy
tylko niewielka ilo§¢ szkdd wyznacza wartosé catego portfela (tak jak w przypadku szkéd o
ciezkich ogonach). Wyznaczenie dobrych aproksymacji w takich przypadkach jest bardzo
trudne.

Uzylidémy oznaczenia H (t) dla oznaczenia wielkosci skladek zebranych w portfelu do chwili
t. Zwykle sktadki pobierane sa raz do roku od indywidualnych posiadaczy polis, jednakze
wygodniej jest zalozyc, iz naptyw sktadek odbywa sie jednorodnie w ciagu catego roku. Wy-
znaczenie wielkosci H (t) jest jedna z niewielu rzeczy na jakie moze wplynaé ubezpieczajacy
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i musi by¢ dokonane w taki sposéb, aby pokryé¢ zobowiazania w portfelu wynikajace ze zgla-
szanych szkdd. Z drugiej strony zawyzanie wysokosci sktadek jest ograniczane konkurencja
na rynku ubezpieczen. Najbardziej popularna forma skladki jest H(t) = (1+0)EN(t)EX,
dla pewnej stalej 6 odzwierciedlajacej narzut gwarantujacy bezpieczenstwo dzialania (sa-
fety loading). Taki sposéb naliczania skladki nie odzwieciedla losowej zmiennosci portfela,
dlatego alternatywnie uzywa sie wzoréw uwzgledniajacych wariancje sktadowych zmien-
nych losowych. Jeszcze innym aspektem w trakcie naliczania sktadek jest fakt, ze nie
wszyscy indywidualni posiadacze polis w danym portfelu powinni placié¢ skladki w tej
samej wysokoéci oraz sktadki powinny zaleze¢ od historii indywidualnej polisy.

Rezerwa kapitalu R(t) = u + H(t) — S(t) przybiera szczeglnie prosta postaé, gdy przyj-
miemy iz parametr czasu przebiega zbior liczb naturalnych. Oznaczajac wtedy przez H,
sktadki zebrane w n jednostkach czasu oraz przez .S, sumaryczne szkody zgloszone w n
jednostkach czasu otrzymujemy rezerwe w n tej chwili R, = u + H, — S, (przyjmujemy
So = 0,Hy = 0). Przy dodatkowym zalozeniu, ze przyrosty H, — H,_1 oraz S, — Sp—_1
sa wzajemnie niezalezne dla n = 2,3,..., otrzymujemy ciag (R,,n = 0,1,2,...) zwany
bladzeniem losowym (random walk). Ogdlnie trajektorie przebiegu w czasie wartosci R(t)
obrazuja zachowanie si¢ losowego procesu, w ktérym trend dodatni reprezentuje H(t),a
trend ujemny S(t). Przedmiotem intensywnych badan teoretycznych jest tak zwane praw-
dopodobienstwo ruiny w procesie (R(t),t > 0). Jesli przez 7 = inf{t > 0: R(t) < 0} ozna-
czymy pierwsza chwilg, gdy rezerwa przyjmie warto$¢ ujemna (tak zwana chwila ruiny),
to prawdopodobienstwem ruiny jest ¥(u) = P(7 < 00). W przypadku, gdy wielkosci szk6d
maja rozkltad lekkoogonowy, mozna podaé aproksymacje i ograniczenia na 1(u) (beda to
wzory oparte o funkcje wykladnicza). W przypadku cigzkich ogonéw aproksymacje istnieja
dla tak zwanych rozkladéw podwykladniczych (subexponential).
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Rozdziatl 2

Rozklady wielkosci portfela

Portfelem nazywamy zbiér ryzyk X = {X1,..., Xy} okre$lonego typu, ktére sa zmien-
nymi losowymi. Podstawowa wielko$cia zwiazana z portfelem jest wielko§é portfela,
czyli suma zmiennych losowych skladajacych sie na portfel Sy = X1 + --- + Xyn. Mo6-
wimy o modelu prostym, gdy N jest ustalong liczba. Gdy S = X1 4+ --- + X, gdzie N
jest zmienna losowa calkowitoliczbowa, to méwimy o modelu zlozonym. Podstawowym
zalozeniem jest to, ze zmienne losowe (X;)1<i<n sa niezalezne oraz N jest niezalezne od
(Xi)iz1-

2.1 Rozklad wielkosci portfela w modelu
prostym

Dla prostoty przyjmijmy najpierw N =2 oraz X1 = X, Xo =Y, wtedy S := Sy =X +Y
gdzie X, Y sa niezaleznymi indywidualnymi szkodami.

Przypadek 1. Rozktady kratowe.

Przyjmijmy na chwile zatozenie, ze X,Y przyjmuja jedynie wartosci ze zbioru liczb na-
turalnych N = {0,1,...} z prawdopodobienstwami P(X = i) = px(i) € [0,1], P(Y =
i) = py(i) € [0,1], i € N. Przyjmujemy px(s) = py(s) = 0 dla s ¢ N. Stosujac wzér na
prawdopodobienstwo catkowite, dla s € R otrzymujemy

Fs(s) == P(S < s) = ip(x +Y <s|Y =0)P(Y =)
i=1

o
=Y P(X <s—ilY =i)P(Y =1).
i=0
Korzystajac z niezaleznosci X i Y otrzymujemy

Fa(s) = Fx(s - ipy (D) (2.L1)
1=0

17
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oraz

ps(s) = > px(s — oy (i), (2.1.2)

=1

Zauwazmy, ze wartosci ps(s) moga by¢ dodatnie jedynie dla s € N, dla s spoza zbioru N
sg rowne 0. Tak samo mozemy argumentowaé w celu otrzymania wzorow w przypadku,
gdy zmienne losowe przyjmuja wartoéci w dowolnym przeliczalnym zbiorze kratowym
{d-i:i€Z}, gdzie d > 0 (zmienne losowe o rozkladach kratowych). Ustawiajac dopusz-
czalne wartosci zmiennych w ciag, zalézmy, ze X, Y przyjmuja przeliczalna ilos¢ wartosci
Y1,Y2, .-, ze zbioru {d-i : ¢ € Z} z dodatnimi prawdopodobienstwami px (vy;) i py (¥i),
odpowiednio. Otrzymujemy z niezaleznosci, dla s € R

Fg(s) = iFX(S — yi)py (Yi) (2.1.3)
=1

ps(s) = ipx(s — yi)py (¥i)- (2.1.4)
i=1

Méwimy, ze dystrybuanta Fg jest splotem Fy i Fy i oznaczamy Fg(s) = Fx * Fy(s).
Podobnie dla funkcji prawdopodobienstwa oznaczamy ps(s) = px * py(s) jesli zachodzi
(2.1.4). Wygodnie jest wprowadzi¢ oznaczenia na potegi splotowe. pﬁ? = px * px Oraz

Y = p}(n_l) *px, dlan > 1. Dlan =0, p(s) = Lioy(s), FP(s) = Ij0,00) (5)-

Przypadek II. Rozklady absolutnie ciagte wzgledem miary Lebesgua.

Dla zmiennych X, Y typu absolutnie ciaglego czyli dla zmiennych o dystrybuantach po-
staci Fx(s) = [* fx(z)dz, Fy(s) = [°_ fy(z)dz, dla s € R mozna zastosowaé analo-

giczne rozumowanie uzywajac prawdopodobienstw warunkowych w celu otrzymania ana-
logicznych wzoréw . Mozna tez zastosowaé inne metody.

Metoda I. Przejécie graniczne. Niech dla n > 1, Y™ bedzie zmlennad losowa przyjmujaca
wartosci w zbiorze {Qn- 11 €L}, zdeﬁmowan@ przez Y™ = =D icz o { i<y <itly Funkcja

prawdopodobiefistwa tej zmiennej jest okre§lona przez P(Y (") = —) Fy(”l) Fy(2n ).
Podobnie jak w (2.1.3) otrzymujemy

X+y(n) Z FX Py(n) ( 2n)
€L
t+1 )
—ZFX o) Y () = By (5,))
1€Z

_ZFX 5_7 fY(g'Ln)

n?
€L 2
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dla pewnych &; ,, € [ﬁ, Z;'—nl) wybranych na podstawie twierdzenia o warto$ci §redniej. Prze-
chodzac w ostatniej rownosci z n — oo, z lewej strony mamy Fy_ () (8) —n—oo Fx1v(5),
bo zbiezno$¢ zmiennych losowych (prawie wszedzie) pociaga zbiezno$é dystrybuant (tu-
taj dystrybuanta graniczna jest ciagla). Z prawej strony ostatniej réwnosci mamy sume

aproksymacyjna catki Riemanna, wigc otrzymujemy w granicy

Fs(s) = / Fx (s —y)fy(y)dy = Fx = Fy(s) (2.1.5)
oraz rozniczkujac

fso)= [ xls = n)fv )y = fx S (9). (2.1.6)

Metoda I1. Wartosé oczekiwana. Dla pary zmiennych losowych X, Y o rozktadach absolut-
nie ciagglych mozemy uzy¢ nastepujacego lematu (ktéry natychmiast mozna uogélnié¢ na
wieksza liczbe zmiennych).

Lemat 2.1.1 Niech X,Y bedqg zmiennymi losowymsi o {gcznej dystrybuancie
Ty
Fayay) = PX <Y <y) = [ " i (o pdyds
—0o0 J—00

wtedy
BWEY) = [ [ bl fir @ v)dyds,

gdzie 1 : R? — R jest dowolng mierzalng funkcjg.
Dowéd. Dla 9(z,y) = [(_ 2] x (—o0,y] (T, ¥), teza wynika natychmiast z réwnosci
E(Il(~os0)x(~00y) (X, Y)) = P(X <2,V <)

i z zalozenia lematu. Poniewaz dowolna funkcja i moze byé przyblizona kombinacjami
liniowymi indykatoréw takiej postaci, teza jest natychmiastowa.

Przyjmujac teraz ¢(z,y) = l,1y<s (7, y) otrzymujemy z powyzszego lematu

P(X+Y <s)= /_ /_ Lizty<sy (@, 9) fx vy (2, y)dyda

::/Fj;J[i;H{m+y<s}($’y>fx(w>fy(y)dxdy,

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z niezaleznosci zmiennych X, Y. Poniewaz Iy, <) (, y) =
[{z<s—yy () otrzymujemy (2.1.5).
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Przyklad 2.1.2 Niech X ma gestosé¢ fx(z) =

fy () = 3103) (). Wtedy ze wzoru (2.1.5)
1
5—5)2
1 (12)
FS(S) = 5%2
12
0

Rzeczywiscie, mamy dla 0 < z < 2, Fix(x) =

ROZKEADY WIELKOSCI PORTFELA

%1(072) (x) oraz niezaleznie, Y ma gestosé

dla E )
dla 3<s<5
dla 2<s<3
dla 0<s<?2
dla s <0

Jo fx(w)du = 0.5 [ du = 0.5z, a stad

0 dla <0
Fx(z)=<¢ 05z dla 0<z<2
1 dla T =2
Dla 0 < s < 2 dostajemy
51 1 1
Fs(s)= | =(s—y)=dy = —s2.
s(s)= ) 5 —vzdy =155
Dla 2 < s < 3 mamy: jezeli s —y > 2 (czyli 0 < y < s — 2), to Fx(s —y) = 1. Jezeli
0<s—y<2(czylis—2<y<s), toFx(s—y)= %(s—y), stad
5—2 1 s 1 1
Fss) = |1 glon@iy+ [ 56— wgloso)dy
1 [s—2 s 1 1
- = d Z(s—v)=d
3/0 vt | vy
s —1
= 5
Dla 3 < s < 5, podobnie jak wyzej,

Fs(s) =

s—2 1 1
/o L- *1(0,3) (y)dy + /1(5—2,5) (y)§(5

1
-y)- 51(0,3) (y)dy

s— 21
= / dy+/2$— 3(03)0(525)( y)dy

521
[ L

(-
12

- 1-

Ten sam wynik otrzymamy liczac wielkoéci odpowiednich pél na rysunku przedstawiaja-

cym laczna gestosé (tak jak na wykladzie).
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Niech X bedzie zmienna o rozkladzie mieszanym, tzn. Fx (s) = aF$(s)+(1—a)F%(s), dla
pewnego « € (0,1), gdzie F' j‘g jest czescig dyskretng dystrybuanty Fx, a Iy jest czedcig
absolutnie ciaglta dystrybuanty F'x. Niech Y bedzie zmienna o rozkladzie mieszanym,
tzn. Fy(s) = BFL(s) + (1 — B)FS(s), dla pewnego (3 € (0,1), gdzie Fi(s) = 3, P(Y =
Yi)l[y;,00)(8) jest czedcia dyskretna dystrybuanty Fy, a Fy.(s) = I? o 5 (y)dy jest czescia
absolutnie ciagly dystrybuanty Fy. Wygodnie jest wprowadzi¢ ogblne oznaczenie na splot
dystrybuant nastepujaco,

o0

Fx x Fy(s) = / Fx(s —y)dFy(y),

— 00

gdzie [% h(y)dFy (y) = B h(yi) P(Y = y:)/B + (1= B) [2%, h(y) f5(y)dy, dla dowolnej
funkcji catkowalnej h(s).

Mozemy wiec bezposrednio okresli¢

Fs(s) = Fx + Fy(s) = 3 Fx(s ~w)P(Y =3) + (1= 8) [ Fx(s —y)fi )y,

gdzie 3 =32, P(Y = y;).

Przyktad 2.1.3 Niech X ma rozklad z atomami P(X = 0) =02, P(X =1) =0.71i
gestoscia fx(x) = 0.1 dla € (0,1). Zmienna losowa Y ma rozklad z atomami P(Y =
0) = 0.3, P(Y = 1) = 0.2 i gestoscia fy(z) = 0.5, x € (0,1). Zakladajac, ze X i1 Y sa
niezalezne obliczymy P(X +Y € [1,1.5)).

Metoda I (wyliczenie bezposrednie poprzez analize zdarzen sprzyjajacych). Mamy

{X+Y e[l,1.5)} =
={X=1,Y=0U{X=0,Y=1}U{X €(0,1),Y € (0,1), X +Y €[1,1.5)}
U{X=1,Y¢€(0,1),X+Y e[l,15)}u{Yy=1,X€(0,1),X+Y €[1,1.5)}
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Stad

P(X+Y €[1,15) = P(X =1,Y = 0) + P(X = 0,Y = 1)+
+P(X €(0,1),Y € (0,1),X +Y €[1,1.5))
+P(X=1,Y €(0,1),X+Y €[1,1.5))
+P(Y=1,X€(0,1),X+Y €[1,1.5))
1
— 0.7-03402-02+ / P(Y € (0,1),X +Y € (1, 15)|X = ) fx(«)de +
0
0.5 0.5
+0.7 [ fy(2)dz +0.2 fx(z)dz
0 0
1
— 07-03+02-02+ 0.1/ P(Y €(1—a,15—2)N(0,1))de
0
10.7-0.25 +0.2-0.05
— 0.7-03+0.2-0.2+0.7-0.25+0.2-0.05
0.5 1
0.1 ( P(Y € (1-a,1)de +/ PY e(l—a,15— :c))d:c)
0 0.5
— 0.7-0.3402-02+0.7-0.25+0.2-0.05

0.5 1
+0.1%0.5 (/ xdr + O.5da:) = (0.45375.
0 0.5

Metoda II (graficzna)

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, alternatywng metoda rozwiazania tego zagad-
nienia jest geometryczne przedstawienie masy tacznego rozkladu (¢éwiczenia).

Metoda III. (Sploty dla rozkladéw mieszanych).

Dla zmiennej Y mamy, F{}(s) = (0.31[p,00)(8) +0.2I[1 )(5)) /0.5, F-(s) = . To1)(v)dy,
6 = 0.5 oraz

P(X+Y €e[1,15)=P(X+Y <15)—-PX+Y <1). P(X+Y <15)=P(X+Y <
1.5) = Fg(1.5),bo P(X +Y =15)=0. P(X +Y < 1) = P(X +Y < 1) = P(X +Y =
1) =Fs(l) = P(X+Y =1). Czyli P(S € [1,1.5)) = Fg(1.5) — Fs(1) + P(X +Y =1).
Uzywajac definicji splotu

o0
Fs(s)=Fx(s—0)P(Y=0)+Fx(s—1)P(Y =1)+ 0.5/ Fx (s —y)lo1(y)dy.
—0o0
Wstawiajac znane wartosci, otrzymujemy
1
Fs(s) = Fx(s)0.34+ Fx(s—1)0.2 + 0.5/ Fx (s —y)dy,
0
oraz

1
Fs(1.5) = 0.3 4+ 0.25- 0.2 + 0.5/ Fx (1.5 — y)dy
0

15
=0.35+0.5 Fx(y)dy
0.5

=0.35+0.5-0.6375 = 0.66875
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Podobnie otrzymujemy
1
Fs(1) = 0340202 + 0.5/ Fx(1 - y)dy
0

1
=0.34 + 0.5/ Fx(y)dy
0
=0.34+0.5-0.25 = 0.465.

Ostatecznie P(X +Y € [1,1.5)) = 0.66875 — 0.465 + 0.21 + 0.04 = 0.45375.

O

Niech teraz S = S, = X1 + -+ + X,,, gdzie (X;)i>1 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Policzenie rozkladu sumy S bezposrednio ze wzoréw (2.1.3)-(2.1.4) jest zazwyczaj pra-
cochtonnym zadaniem. Rzeczywiscie, w przypadku, gdy wartosci X; sa naturalne, majac
P(S; =k) = P(X; = k), liczymy P(S,, = k) w sposob rekurencyjny:

P(Sn:k‘) = Xk: P(Snfl :k—m)P(51 :m). (2.1.7)
m=0

W przypadku rozktadéw dyskretnych o skonczonym nosniku wzory te moga by¢ uzyte, jest
to jednak (oprécz przypadku, gdy n jest bardzo male, np. n = 1,2, 3) bardzo nieefektywne.
Aby obliczy¢ rozktad np. sumy trzech zmiennych losowych niezaleznych X+ X2+ X3 naj-
pierw ze wzoru (2.1.4) obliczamy rozklad fg, sumy Sz = X; + X2, a nastepnie zastosujemy
powyzszy wzor do obliczenia rozktadu S3 = Sy + X35. Widaé, ze w przypadku dowolnego
n w celu obliczenia rozktadu .S, bedziemy musieli zastosowaé takie postepowanie rekuren-
cyjne n — 1 razy.

Przyktad 2.1.4 Trzy niezalezne ryzyka maja rozmiary szkod jak w tabeli:

L i JoJt[2][3]
P(X,=i)]03][02]04]01
P(X;=4)|06]01[03] 0
P(Xs=1i)|04]02] 0 |04

Policz rozktad zmiennej S = S5 = X1 + Xo + X3.
Najpierw obliczymy rozklad pg, dla So = X7 + Xs. Ze wzoru (2.1.4) otrzymujemy

bs, (0) =DPxy (0)pX2 (0) = 0187
p52(1) =Px, (0)]9)(2(1) +pX1<1)pX2 (0) = 0.15,
ps, (2) =Px; (0)pX2 (2) +Dpx, (1)pX2(1) + px,; (2)pX2 (0) = 0.35,

ps,(5) = px, (3)px,(2) = 0.03.
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Nastepnie w ten sam sposéb obliczymy rozktad S

ps5(0) = ps,(0)px;(0) = 0.072,
P83 (1) = s, (0)px,; (1) + ps, (1)px,(0) = 0.096,

Wyniki te przedstawimy w tabeli.

H T ‘ px, () ‘ px, () ‘ pxs(T) ‘ ps, () ‘ ps(z) H
0 0.3 0.6 0.4 0..18 0.072
1 0.2 0.1 0.2 0.15 0.096
2 0.6 0.3 0 0.35 0.170
3 0.4 0 0.4 0.16 0.206
4 - - - 0.13 0.144
5 - - - 0.03 0.178
6 - - - - 0.070
7 - - - - 0.052
3 R _ - - 0.012

O
Dla zmiennych catkowitoliczbowych (oraz dla zmiennych o wartosciach w zbiorze wielo-

krotnosci {dn : n € N} dla d > 0 ) o wiele efektywniejsze jest uzycie funkcji tworzacych,
a dla dowolnych zmiennych, funkcji tworzacych momenty.

Definicja 2.1.5 Dla dowolnego ciggu liczb rzeczywistych (an)n>o0 funkcje
o0
A(t) = ant™,
n=0
nazywamy funkcjq tworzqgcq tego ciggu.
Jedli (an)n>0 jest ograniczony, to funkcja tworzaca przyjmuje wartosci skonczone dla | ¢ |<

1.

Dla zmiennej losowej X przyjmujacej warto$ci ze zbioru liczb naturalnych definiujemy
funkcje

Px(t) =B [t¥],

jest to funkcja tworzaca prawdopodobienstwa.
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Jesli oznaczymy przez p, := P(X = n), to funkcja tworzaca ciagu (pr,)n>0 réwna si¢ Px(-).
Zauwazmy, ze Px(t) przyjmuje wartosci skoniczone przynajmniej dla | ¢ |< 1.

Funkcje ogona rozktadu okreslamy przez ¢, := pn+1+ pnt+2 + - - - . Funkcja tworzaca ciagu
(Gn)n>0, Qx(t) = D02 qnt™ jest skonczona przynajmniej dla | ¢ |< 1. Latwo zauwazy¢, ze

Qx(t) = =0 ;ijt(t)-

Ponadto
o
Pe(t) = kpet"",
k=1

i funkcja ta jest skoniczona przynajmniej dla | ¢ |< 1. Ponadto, jesli wartosé¢ oczekiwana
zmiennej X jest skonczona, to

EX = Pi(1).

Zauwazmy, ze funkcje Q) x mozemy zapisaé jako iloraz réznicowy Qx(t) = w,

dlah:=1—-t.Gdyt—1,toh— 0imamy Qx(1) = Py(1) = EX, co daje
EX=qg+qa+qg+- .
Podobnie mozemy otrzymacé
Px(1) =2Q%(1) = BE(X(X - 1)).

Dla wariancji zmiennej X zachodzi wiec rownosé

VarX = P¥(1) 4+ P (1) — (P (1))%

Podobne rozumowania mozemy powtérzy¢ dla wyzszych momentéw zmiennej losowej X.

Funkcje tworzace prawdopodobienstwa, oprocz przydatnosci do liczenia momentéw, przy-
daja si¢ do liczenia rozkltadéw sum zmiennych losowych. Funkcja tworzaca sumy niezalez-
nych zmiennych losowych jest réwna iloczynowi funkcji tworzacych sktadnikow.

Lemat 2.1.6 Niech X,Y bedq niezaleinymi zmiennymi losowymi o wartosciach w zbio-
rze liczb naturalnych, o funkcjach tworzqcych prawdopodobieristwa, odpowiednio Px, Py .
Wtedy zmienna losowa X +Y ma funkcje prawdopodobienstwa dang splotem (2.1.4) oraz
funkcje tworzgcg prawdopodobienstwa Py y rowng iloczynowi Px Py .

Wynika to bezposrednio z poréwnania wspdlczynnikéw w szeregach potegowych - po wy-
mnozeniu i z réwnosci (2.1.4).

Funkcje tworzace prawdopodobienstwa sa przydatne réwniez do badania zbieznosci ciagu
rozkladéw (zob. Feller (1981), rozdz. ).
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Lemat 2.1.7 Niech (X,,)n>1 bedzie ciagiem zmiennych losowych przyjmujgcych wartosci
naturalne, o funkcjach prawdopodobieristwa px, @ funkcjach tworzgcych prawdopodobien-
stwa Py, . Wtedy nastepujece warunki sq¢ rownowazne

1. px, (k) —=n—oo py (k), dla kazdego naturalnego k i dla pewnej zmiennej losowej Y,

2. Px, (t) —=n—oo Py (t), dla kazdego t € [0,1) i dla pewnej zmiennej losowej Y .

Przykltad 2.1.8 Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego (bino-
mialnego). Rozklad dwumianowy jest rozkladem liczby sukceséw w probach Bernoulliego,
tzn. rozkladem sumy S, = X7 + --- + X,,, dla n préb, gdzie {X;,i = 1,...,n} sa nieza-
lezne o rozkltadzie (funkcji prawdopodobienstwa) px,(0) = 1 —px, (1) =1 — p = ¢, gdzie
p € (0,1) jest prawdopodobienstwem sukcesu. Poniewaz Py, (t) = q + pt, z definicji, wigc

Ps,(t) = (¢ +pt)".

O

Przyktad 2.1.9 Zbieznos¢ ciggu rozkltadow d:vumianowych do rozktadu Poissona. Roz-
ktad Poissona jest dany przez py (k) = e_)‘%, dla k = 0,1,2,.... Z definicji liczymy
natychmiast

Py (t) = e A0,

Rozwazmy ciag zmiennych losowych o rozkladach dwumianowych pg, (k) = P(S, =
k) = (z)pﬁqﬁ_k, gdzie prawdopodobienstwo sukcesu jest zalezne od m, w taki sposob,
7€ NPp —n—oo A > 0. Dla funkcji tworzacych prawdopodobienstwa mamy

npp(l —1
Ps,(t) = (gn +pnt)" = (1 - pn(n))n,
stad Pg, (t) —noo € MY = Py (t). Z lematu 2.1.7 otrzymujemy pg, (k) — py (k), tzn.
dla duzych n prawdopodobienstwa dwumianowe mozemy przybliza¢ rozktadem Poissona,

o ile zachodzi np ~ A.

Inne transformacje zmiennej losowej X zdefiniowane sa jako:

Mx(t) =B [eX],

funkcja tworzaca momenty,
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Cx(t) =logE [etX] :

funkcja tworzaca kumulanty.

Mamy wtedy ogélnie dla niezaleznych zmiennych (X;)i>1

Mg, (t) = ﬁ Mx, (1), (2.1.8)
=1

Pe. (1) = [] Px.(0).
=1

Rzeczywiscie, z niezaleznosci

Mg (t) = E[etsn}:E[et(X1+...+Xn)}

= B[] B[] = My, () Mx, ()
i analogicznie dla pozostatych funkcji.

Przyktad 2.1.10 Liczba porazek przed uzyskaniem pierwszego sukcesu w kolejnych proé-
bach Bernoulliego jest zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym P(X = k) = px (k) =
¢"p, k=0,1,2,.... Z definicji (szereg geometryczny) otrzymujemy

p

Liczba porazek przy oczekiwaniu na r-ty sukces jest wiec suma r niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach geometrycznych S, = X1+ - -+X,. Zmienna ta ma funkcje tworzaca
prawdopodobienstwa

Ps,(t) = (72 )"

Rozklad ten nazywamy rozkladem Pascala (szczegdlny przypadek ujemnego rozktadu dwu-
mianowego).

Twierdzenie 2.1.11 Zalozmy, ze X1,..., X, sq¢ niezalezne. Wtedy
1. Jezeli X; ~ Poi(\;) to Sy ~ Poi()\), gdzie A =311 \i.
2. Jezeli X; ~ Bin™(ri,q) to S, ~ Bin~(r,q),gdzie r =Y i | r;.

3. Jezeli X; ~ Bin(m;,p) to S, ~ Bin(m,p),gdzie m = ;" ; m;
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4. Jezeli X; ~ T'(ay, B) to Sy ~ T'(«, B), gdzie a =Y i 4 au.

5. Jezeli X; ~ N(ui,02) to Sy ~ N(u,0?), gdzie p =311 s, 02 =31, 02.

)

Korzystajac z transformat mozemy wyliczyé momenty zmiennych losowych.

Oznaczmy

mi(X) = E[(X = B[X)*], k>0.

W przypadku, gdy wiadomo o jaka zmienna losowa chodzi piszemy my, i pg. Parametr uy
nazywany jest k-tym momentem zwyklym, my - k-tym momentem centralnym. W
szczegblnosei puy(X) =: pux jest érednig, mo(X) =: 0% jest wariancja, a ox jest odchyle-
niem standardowym. Pomijamy indeks X w powyzszych oznaczeniach, jesli z kontekstu
jasno wynika jakich zmiennych losowych dotycza rozwazania.

Parametr
. ms
RER o3
jest nazywamy sko$noscia, a
my
= — =3
Y4 o
nazywamy kurtoza. [loraz
o2
M=
1
nazywamy indeksem dyspersji, a
o
V2=
I

wspolczynnikiem zmienno$ci.
Przy zalozeniu niezaleznosci zmiennych M éi) (0) = C’gn) (0) = E[S,], C'(Qn)(O) = Var [S,],
Cgi)(()) = mg3(S,), a stad na przyklad

p1(Sn) =D pa(Xi),
=1

pa(S) = 3 (X0,
=1

Dla niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie dostajemy

1(Sn) = npa (X),
12(Sn) = np2(X).
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Rozwijajac w szereg Taylora funkcje C'x otrzymujemy

Cx(t) = 3 ka0,
n=1

gdzie wspotezynniki k, (X) = Cg?)(O) nazywamy kumulantami zmiennej losowej X. Latwo
sprawdzamy, ze k1 (X) = pux, ka(X) = 0%, k3(X) = y30% = m3(X), ka(X) = v4(X)o% =
m4(X) — 30’31(.

Zachodza nastepujace wlasnosci ogélne k,, (X +c) = kn(X), dlan > 2, | ky(cX) = "kn(X),
¢ € R. Dla niezaleznych zmiennych losowych X,Y, k(X +Y) = kp(X) + ko (Y).

Jako ilustracje metody liczenia rozktadu przy uzyciu funkcji tworzacych przedstawimy
jeszcze raz wyliczenia z przykladu 2.1.4.

Przyktad 2.1.12 Funkcje tworzace prawdopodobiefistwa zmiennych X7, Xo, X3 maja po-
stac

Px, (t) = 0.3 + 0.2t + 0.4¢* + 0.1£3,
Py, (t) = 0.6 + 0.1 + 0.3t2,
Py, (t) = 0.4+ 0.2t + 0.4¢>,

i po wymnozeniu otrzymujemy funkcje tworzaca rozktadu sumy

Ps(t) = 0.072 + 0.096t + 0.170t + 0.206t>+
+0.144¢* 4+ 0.178¢° + 0.070t% + 0.052¢7 + 0.012¢%,

a stad odczytujac wspétezynniki przy t*, k= 0,1,...,8, odczytujemy rozklad:

7 0 1 2 3 4 5 6 7 8
P(S=4)|0.072 | 0.096 | 0.170 | 0.20 | 0.144 | 0.178 | 0.070 | 0.052 | 0.012 |

Metoda ta jest bardzo efektywna przy uzyciu komputera, bo tatwo mozna funkcje tworzace
rozwinaé w szereg potegowy Taylora, automatycznie otrzymujac rozktad prawdopodobien-
stwa z funkcji tworzacej prawdopodobienstwa danej w postaci szeregu (por. zadania na
¢wiczeniach).

2.2 Rozklady w modelu zlozonym

2.2.1 Zmienne losowe liczace ilo$¢ szkoéd

Sposéb wyboru zmiennej liczacej w modelowaniu portfela ztozonego zalezy od modelowa-
nego portfela. Pewne podstawowe cechy dobieranych rozkladéw mozna rozpoznaé z probki
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uzywajac (probkowej) sredniej i wariancji. Poniewaz dla zmiennej losowej N o rozkladzie
dwumianowym Bin(n,p) mamy E[N] = np > Var[N] = np(1 — p), wiec rozktady dwu-
mianowe mozna stosowaé¢ wtedy, gdy Srednia prébkowa jest duzo wieksza niz wariancja
prébkowa.

Poniewaz dla zmiennej losowej N o rozkladzie Poissona Poi(A\), mamy E[N|] = \ =
Var [N], wiec rozklad ten jest odpowiedni, gdy $rednia prébkowa ilosci szkod jest w przy-
blizeniu réwna wariancji prébkowej. Zalozenie Poissonowskosci ilodci szkdd jest zazwyczaj
bardziej realistyczne niz zalozenie o dwumianowosci rozkladu z innych wzgledéw, lecz
sytuacja rownoéci éredniej i wariancji wystepuje dosé rzadko.

Tloé¢ szkdéd modeluje sie czesto mieszanymi rozktadami Poissona.

Rozwazmy portfel ubezpieczen skladajacy sie z polis dla ktérych liczba roszczen jest
zmienna losowa N o rozktadzie Poissona z parametrem ©. Jezeli przyjmiemy, ze O jest
zmienng losowa, to rozklad zmiennej N ma parametr, ktéry tez jest zmienna losowa ©
przyjmujaca wartodci dodatnie i posiadajaca dystrubuante U. Taka modyfikacja prowadzi
do tzw. mieszanego rozkladu Poissona, dla ktérego

o0 6—9971

P(N:n):/OOOP(N:m@:e)dF@(e):/O - dFo (0).

Mieszany rozklad Poissona bedziemy oznaczaé przez M Poi(©).

Uwaga 2.2.1 Symbole E[X | Y] oraz Var[X | Y] oznaczaja zmienne losowe ( warunkowa
warto$¢ oczekiwana i warunkowa wariancje ), ktore sa zdefiniowane przez réwnosci

EX [ Y] = oY),
Var[X | Y] =4(Y),

dla rzeczywistych funkcji ¢, 9 takich, ze dla prawie kazdego (wzgl. rozkladu zmiennej V)
Yy

EX |Y =y] =),
Var[X | Y =y] = ¢(y).

Lemat 2.2.2 Dla dowolnych zmiennych losowych X,Y zachodzi nastepujacy zwiqzek

E[X] = E[E[X | Y]]. (2.2.1)

Podamy uzasadnienie powyzszego wzoru dla zmiennej losowej o rozkladzie dyskretnym (
w przypadku zmiennej losowej cigglej dowdd przebiega analogicznie, tylko sumy nalezy
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zamieni¢ na calki, alternatywnie, dowolny rozktad mozemy przyblizy¢ rozktadami dys-
kretnymi monotonicznie)

BEX | Y]] =) BIX|Y =y Pr(Y = y)

k
= ZZ% Pr(X =uz; | Y =yi) Pr(Y = yi)
ki

_ m'Pr(Xzazi,Y:yk) (Y —
_ijz; b Pr(Y =) Prit =)

= lez Pr(X =ux;,Y = yk) = sz PT(X = %) = E[X]
i k i

Korzystajac z (2.2.1),

Py(t) =E[E[t" | 6]| =E[e?*D] = Mo (t - 1).
Ponadto
CN(t) = log MN(t) = logPN(et) = log M@(Gt — 1)
E[N] = E[0]
Var [N] = E[O]+ Var[0] = E[N] + Var[O],
E[(N-EN)’| = E[(©-E[6)°]+3Var[0] +E[0].

7 powyzszych wzoréw wynika, ze model taki bedziemy stosowali wtedy, gdy dla prébki
danych $rednia probkowa iloéci szkdd jest mniejsza niz wariancja probkowa.

Przyktad 2.2.3 Zalézmy, ze zmienna losowa N ma mieszany rozklad Poissona, a ©
ma rozklad T'(«, 3). Poniewaz funkcja tworzaca momenty dla rozktadu I'(a, 3) dana jest
wzorem

8 \“
Mo(t) = <ﬁ—t> dlat < 3,
wiec podstawiajac
r=a, pzi, q=1-p,
B+1
dostajemy

o B *
i = wt = (=) = (=)
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Jest to funkcja tworzaca rozkladu ujemnego dwumianowego Bin™ (r,p). Mamy wiec
M Poi(Gamma(a, 3)) = Bin™ (a, %) Funkcja prawdopodobienstwa tego rozkladu za-
dana jest wzorem

r+n-—1
n

P(N =n)= < )p’"q”,n eN (2.2.2)

Jezeli r = 1, to otrzymujemy rozklad geometryczny, N ~ Geo(p), co oznacza, ze ran-
domizacja rozkladem wykltadniczym parametru wartosci $redniej w rozkladzie Poissona
daje w rezultacie rozktad geometryczny, M Poi(Exp(3)) = Geo(%).

O
Przeksztalcajac gesto$é (2.2.2) mozemy ja zapisa¢ w postaci
o) =0Tt dla n=0,1,2,.0
PN =n) = { 0 dla pozostalych wartosci n, (2.2.3)
gdzie
-\ (=r)(=r—1)..(-=r—n+1)
n) n! '
Dla tego rozktadu
E[N] =2, (2.2.4)
p
Var[N] = . (2.2.5)
p
(2.2.6)

Oznaczmy skrotowo funkcje prawdopodobienstwa zmiennej N przez pr, = fy(k) = P(N =
k), k € N. Zalézmy, ze

b
Pk = <a+ k) Pe-1, k> 1, (2.2.7)

dla pewnego doboru parametréw a i b. Zapisujac to inaczej dostajemy

k22 = ka+ b= 1(k). (2.2.8)
Pr—1

W szczegdlnodei, dla rozkladu dwumianowego Bin(n,p)
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a=—2 , b= Ln—i_l)
1—p 1—p

Poissona Poi(A),

b

a:=0,b:=A
oraz ujemnie dwumianowego Bin~ (r,p),

a:=gq, b:=(r—1)q.

Jezeli wiec dla préobki Ni,..., N,, z rozkladu zmiennej N zdefiniujemy licznik np =
#{i: N; =k}, to wykres funkcji [ : k — kn:: powinien byé¢ w przyblizeniu liniowy

na podstawie (2.2.8). Punkt przeciecia linii i(k) z osia OY jest przyblizeniem parametru
b, natomiast z osia OX, ilorazu %b. Metode ta nazwiemy metoda Panjera. Jedli wykres
nie jest w przyblizeniu liniowy, to rozktad nie nalezy do klasy rozktadéw spelniajacych
rekurencje (2.2.7).

Okazuje sie, ze tylko te trzy wymienione rozktady spelniaja te rekurencje.

Twierdzenie 2.2.4 Przypusémy, ze rozklad (pi)r>0 spelnia rekurencje

b
Dk = <a+k> DPk—1, k> 1.

Wtedy (pr)k>0 jest rozkltadem Poissona, dwumianowym lub wjemnym dwumianowym.

Dowod:

Gdy a = 0 wtedy, aby rekurencja miala sens, przyjmujemy b > 0. Z zalezno$ci rekuren-
cyjnej mamy
bk
Pk = pogu
co natychmiast implikuje, ze (pg) jest rozkladem Poissona z parametrem \ = b.
Zalézmy, ze a # 0. Zauwazmy, ze

k
pk:%(AHC_1)(A+k—2)---(A+1)Apo, k€N,

gdzie A= (1+ g)
Sumujac obie strony wzgledem k mamy
k

> a
1:pokzo(AJr/k:—1)(A+k—2)...AH

= poi <_]€A> (—a)* = po(1 — ).
k=0
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0.5

0.6

0.4+

0.27

Ed

Rysunek 2.2.1: Funkcje hazardowe: Poi(1), Geo(0.5).

astad pp = (1 — a)?

P = <_I<;A> (—a)*(1—a)? = (A +: B 1) af(1—a)?, ke N. (2.2.9)

oraz

Zauwazmy, ze dla 0 < a < 1 prawa strona wyrazenia (2.2.9) jest dodatnia dla kazdego
kEeN,gdy A >0 (tzn. b > —a). W tym przypadku (pi) ma rozklad ujemny dwumianowy
z parametrem p = 1 — a oraz r = A.

Poniewaz a > 1 wykluczamy, rozpatrujemy w koncu a < 0. W tym przypadku liczby pg
sa nieujemne, gdy —A € N. W tym przypadku otrzymujemy rozktad dwumianowy. O

Inna metoda graficzna bedzie oparta na funkcji hazardowej zdefiniowanej dla n naleza-
cych do nosénika rozktadu zmiennej N przyjmujacej wartodci ze zbioru liczb naturalnych,

W szczegolnodci, dla rozktadu

e Poissona Poi()) jest ona rosnaca dla A > 0, (rys. 2.2.1);



2.2. ROZKLADY W MODELU ZLOZONYM 35

e ujemnie dwumianowego Bin~ (r,p) jest ona malejaca dla r < 1, rosnaca dla r > 1 i
stala dla r = 1, tzn. dla rozktadu geometrycznego (rys 2.2.1).

Przyblizeniem funkcji 7y (n) jest
#{i: N;=n}
#{i:N; >n}

Nanoszac powyzsze wartoSci na wykres dostaniemy przyblizona funkcje hazardowa, na
podstawie ktérej mozemy stawia¢ hipotezy dotyczace typu rozktadu.

Przyklad 2.2.5 Rozwazmy portfel sktadajacy sie z n = 421240 polis samochodowych.
W tabeli, w drugiej kolumnie przedstawiono ilo$é¢ polis ny, ktére wygenerowaly k szkdd.
Chcemy znalezé rozklad szkdd najlepiej opisujacy nasze dane.

H k ‘ Obserwowane ny, ‘ Poi(0.131) ry, ‘ Bin~ | MizedPoi H
0 | 370412 369247 370460 | 370409
1| 46545 48644 46413 | 46558
213935 3204 4044 3916
3 | 317 141 301 328
4|28 5 20 27
513 0 1 2

Wykres dla rekurencji Panjera nie jest liniowy, funkcja hazardowa nie jest monotoniczna.
Sugeruje to, ze rozklad ilosci szkdd nie bedzie ani Poissona, ani dwumianowy ani ujemny
dwumianowy. Liczymy teraz srednia, wariancje i sko$no$é prébkowa ilosci szkéd i dosta-
jemy:

— 1
nz ng 3
1 _

S?2 = ZN(E=N)2n, =0.138
nZ( )" ng
1 _

A = =N (k=N)n, =0.153
nZ( )

Srednia jest wiec mniejsza od wariancji. Odrzuca to ponownie mozliwoéé dopasowania
rozktadu dwumianowego. Sprobujmy dopasowadé rozktad mieszany Poissona, gdzie zmienna
mieszajaca © przyjmuje dwie wartosci: P(© = 61) = p = 1—P(© = 65). Srednia, wariancja
i trzeci centralny moment © liczymy wiec ze wzoréw:

E[O] = pb;+ (1 —p)by;
Var[0] = p(6y —E[0])* + (1 - p)(62 — E[O])%
m3(©) = p(f —E[O])° + (1 —p)(6 — E[O])°.

Korzystajac teraz ze wzoru (2.2.2) otrzymujemy, estymujac E[N] = N, Var[N] = 52,
ms(N) = A, uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi, ktéry po rozwiazaniu daje:
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p = 0.4633, 6; = 0.2243, 6, = 0.537. Mozna przyjaé, ze nasze dane pochodza wtasnie z
takiego mieszanego rozktadu Poissona.

2.2.2 'Wtlasnosci ogélne

Rozwazmy model zlozony Sy = YN, X; dla niezaleznych (Xi)i>1 o jednakowych roz-
ktadach F'x i wartosciach naturalnych oraz dla niezaleznej od nich zmiennej liczacej N.
Rozklad sumy S = Sy mozna przedstawié¢ nastepujacym wzorem:

Fs(w) = P(S <) = 3 F{"(2)P(N = n),
n=0

a stad

fs@) = 3 P @)P(N = n).
n=0

Zmnalezienie rozkladu sumy losowej bezposrednio z powyzszych wzoréow, podobnie jak w
przypadku sumy deterministycznej iloéci sktadnikéw, jest zazwyczaj trudnym zadaniem.
Dlatego tez bedziemy uzywali funkcji tworzacych.

Zaczniemy od przypomnienia podstawowych wzoréw dla sum losowej dlugosci. Wzér na
warto$¢ oczekiwana tacznych roszczen w ztozonym modelu, gdzie zmienne losowe X1, Xo, ...,
maja warto$¢ oczekiwana E[X] i wariancje Var[X] ma postaé

E[S] = E[X] - E[N]. (2.2.10)

Moéwi on, ze przecietna wysokosé tacznych roszezen jest réwna iloczynowi przecietnej liczby
roszczen i przecietnej wysokosci pojedyniczego roszczenia.

Korzystajac z lematu 2.2.2

E[S] = E[X{ + ... + Xn] = E[E[X1 + X5 + ... + Xx | N]]

o

E[X1+ ...+ Xp|N = n]Pr[N = n]
1

3
Il

i

E[Xi+ ..+ X,|Pr[N =n| = inE[X] Pr[N = n]
n=1

3
Il
—

E[X]inPr[N = n] = E[X]E[N]

Wzor na wariancje tacznych roszczen jest nastepujacy
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Var[S] = E[N] - Var[X] + (E[X])? - Var[N]. (2.2.11)

7 powyzszego wzoru wynika, ze wariancja sklada sie z dwoch sktadnikéw; pierwszy z nich
odnosi sie do zmiennodci liczby roszczen, drugi zas do zmiennosSci wysokosci pojedynczego
roszczenia.

Rzeczywiscie, bezposrednio z definicji:
Var[s] = E[S?] — (E[S])* = E[E[(X1 +..Xx)*|N] - (E[X]E[N])* =

=Y E[(X; +..XN)?|N =n]Pr(N = n) — (E[X]E[N])? =

n=1

Il
M
=
M:
>
e
o
=

Il
S

|
5
>
=
=

III\J

n=1 i=j=1 i#j=1

S SELYS (PPN = )+ 3OELYD XX, Pr(N = n) — (B[X]E[N)?
n=1 i=j=1 n=1 i#j=1

=Y nE[X?Pr(N =n)+ Y _(n* —n)(E[X])*Pr(N =n) — (E[X]E[N])* =
n=1 n=1

= E[X?|E[N] + (E[X])*E[N? — (E[X])’E[N] - (E[X]E[N])* =

= E[N)Var[X] + (E[X])*Var[N]

Uzywajac funkcji tworzacych, dostajemy szybciej zwiazek pomiedzy rozkltadem Sy a N i
X, a takze miedzy momentami.

Fakt 2.2.6 Zachodzg nastepujgce wzory

Mgy (t) = My (log Mx (1)),

Csy(t) = Cn(Cx (1)),
Psy (t) = Pn(Px(t))

a stgd, dla momentow
E[Sy] =E[N]E[X], (2.2.12)

Var [Sy] = E[N] Var [X] + Var [N] (E [X])?, (2.2.13)
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E|(Sy —E[Sn])*] = B [(V - B[N])*] (B [X])? (2.2.14)
+ 3Var [N] E[X] Var [X] + E[N]E [(X - E[X])*] .

Dowdd: Udowodnimy najpierw tozsamos$é¢ dla funkcji tworzacych momenty. Mamy

E "] =E[B [¢"*¥|N]] = zn:E "5 |N = n| P(N = n).

Korzystajac z niezaleznosci zmiennych X; od S otrzymujemy

E [eSV] = >E !5 P(N = n) = >E [ttt 50| P(N =)

= ZE [ﬁ exp(tXi)] P(N =n)

=2 [[Elexp(tX)] P(N =n) =) [ Mx,() P(N =n),

n =1 =1
gdzie w przedostatniej rownosci skorzystaliSmy z niezaleznosci zmiennych losowych Xj;.
Poniewaz X; maja ten sam rozklad wigc Mx,(t) = Mx(t), a stad

B[] = 37 (Mx ()" P(N = n) = 3 e P(N = n),

gdzie u = log Mx (t). Ostatnia suma jest réwna z definicji My (u), a stad otrzymujemy
teze.

Tozsamo$é dla funkeji tworzacych kumulanty i funkcji tworzacych prawdopodobienstwa
wynika bezposrednio z definicji. Dla wartoséci oczekiwanej mamy

clt) = e (ex e @)
1 wstawiajac t = 0 otrzymujemy
E[Sy] = C§(0) = 0 (0)C{)(0) = E[N]E[X].
Dla drugiej pochodnej mamy
CP (1) = CP(CxCY O + Y (Cx ()P (1)
i wstawiajac t = 0 otrzymujemy
Var[Sy] = 05 (0) = CP0)[CP(0))? + ) (0)c P (0),
co daje teze. Obliczajac trzecia pochodna dostajemy
Cia(t) = OF (Cx(ICY O + 20 (Cx (1)K MY ()

+ P (Cx ()Y OCY () + o (Cx ()P 1)

= cP(ex)CP P + 30 (Cx )P e o)

+ e Cx )oY )

i biorac t = 0 otrzymujemy wynik. O
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Przyktad 2.2.7 Rozwazmy portfel ubezpieczen, w ktorym iloéé¢ pojawiajacych sie rosz-
czen opisuje i rozktad wysokosci pojedynczego roszczenia opisuja tabele ponizej. Szukamy
rozktadu zmiennej losowej Sy = X1+ ...+ Xy

Rozklad zmiennej N.
n 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
pn | 0.05 | 0.10 | 0.15 | 0.20 | 0.25 | 0.15 | 0.06 | 0.03 | 0.01

Rozklad wysokosci pojedynczego roszczenia.
T 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
fx(z) ] 0.15 0.2 ] 0.25 | 0.125 | 0.075 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.025 | 0.025

Obliczymy funkcje tworzaca zmiennej losowej N
Pn(t) = 0.05 + 0.10t + 0.15t% + 0.2t> 4 0.25t* 4 0.15¢° + 0.06t° + 0.03¢” + 0.01£%,
wiec
Ps(t) = 0.05 4+ 0.10Px (t) + 0.15(Px (t))? + 0.2(Px (t))® 4+ 0.25(Px (t))*
+0.15(Px (t))® + 0.06(Px (1)) + 0.03(Px (t))” + 0.01(Px (t)).
Funkcja tworzaca zmiennej losowej X ma postaé

Px (t) = 0.15t + 0.2t* + 0.25¢> + 0.125¢t* + 0.075¢°
+0.05t% + 0.05t7 + 0.05¢2 + 0.025¢° + 0.025¢10.

Yaczac oba wzory otrzymujemy

Pg(t) = 0.05 + 0.015¢ 4 0.02338t> 4 0.03468t> + 0.03258t*
+ 0.03579t° + 0.03981¢% 4 0.04356t7 + . ..

Teraz, wartoéci P(S = k) odczytujemy jako wspétezynniki przy t*, k = 0,. .., 80.

2.2.3 Zlozony rozklad dwumianowy

Zal6zmy, ze portfel sktada sie z niezaleznych ryzyk Y7, ..., Y,. Kazde roszczenie pojawia si¢
z prawdopodobiefnistwem p, niezaleznie od jego wielkosci X;. Roszczenie ma wiec strukture:
Y; = I, X;, gdzie (X;)i>1, (1;)i>1 sa niezaleznymi od siebie ciagami niezaleznych zmiennych
losowych o tych samych rozkladach z P(I; = 1) = p =1 — P(I; = 0). Laczna szkoda ma
wtedy postaé S = SN, X;, gdzie P(N = k) = ()ptq™F, gdzie p € (0,1), ¢ = 1 — p,
k=0,1,...,n, tzn. N ma rozktad dwumianowy. Méwimy wtedy, ze Sy ma zlozony rozktad
dwumianowy i zapisujemy wtedy Sy ~ CBin(n,p, Fx). Mamy
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My (t) = (q+ pe')"

Cn(t) = nlog(q + pe'),

Mgy (t) = (¢ + pMx(1))",
Csy (t) = nlog(q + pMx (1)),

a stad

Var [Sy] = npVar [X] + npq(E [X])?,
E [(Sx — E[SV))*] = npE [X?] - 3np?E [X2] E[X] + 2np* (B[X))?.

W szczegdlnosci, dla deterministycznej szkody o wielkosci g dostajemy:

>0 dla p<
B[Sy~ E[SV)’]{ =0 dia p=
<0 dla p>

N[0 =0 [ —=

Zlozone rozklady dwumianowe moga wiec stuzy¢ do modelowania portfeli o dowolnym
znaku skosnosci.

Ztozony rozktad dwumianowy ma bardzo wazna ceche: suma niezaleznych C’Bm(m(i) .0, F)
jest znowu ztozonym rozkladem dwumianowym.

Twierdzenie 2.2.8 Jesli S, 5@ . 81 g niezaleznymi zmiennymi losowymi i S

ma rozktad ztozony CBin(m, p, F) to

2.2.4 Zlozony rozkltad Poissona

Niech P(N =n) = %6_)\, A>0,n=0,1,.... Jezeli Sy = Zfil X, dla ciggu niezaleznych
zmiennych losowych (X;);>0 o dystrybuancie Fx, niezaleznego od N, to méwimy, ze Sy

ma zlozony rozklad Poissona i zapisujemy Sy ~ CPoi(\, Fx).

Dla ztozonego rozktadu Poissona mamy

My (t) = N0 On(t) = Ae! = 1),
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Mg, (t) = M Mx (H)—1)
Csy (t) = M(Mx(t) — 1),

co daje C’qu) (0) = )\M)(f) (0) i dalej

N

E[Sn] = AE [X],
Var [Sn] = A [X?],
E|(Sv — B[SN])*] = AE [X?].

Przyktad 2.2.9 Rozwazmy portfel ubezpieczenn, w ktorym pojawiajace si¢ roszczenia
maja rozklad Poissona z parametrem A = 10, natomiast rozktad wysokosci pojedynczego
roszczenia jest jak w tabeli. Policzymy rozklad zmiennej losowej S = X1 + ..., Xn.

Rozktad wysokosci pojedynczego roszczenia.
1 1 2 12 13 | 18
P(X=4)|01]035]005|02]03

Znajac funkcje tworzaca zmiennej losowej N, Py (t) = !9t~ dostajemy
Py(t) = el 0Px(H-1)
Funkcja tworzaca zmiennej losowej X ma postaé
Px(t) = 0.1t + 0.35t% + 0.05¢t'% + 0.2t'3 + 0.3¢18. (2.2.15)
Wstawiajac (2.2.15) do wzoru na Pg otrzymujemy funkcje tworzaca rozktadu zlozonego

Py(t) = 10(0.1¢+0.35t240.05¢240.213+0.3¢ 18 ~1)

Rozwijajac powyzsze réwnanie w szereg Taylora, mozemy odczytaé¢ rozktad zmiennej S

Ps(t) = 0.0000454 + 0.0000454¢ + 0.00018¢> 4 0.00017¢> 4 - - -
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Przyktad 2.2.10 Niech S = SN, X;, gdzie X; ~ Poi(8), a N ~ Poi(\). Funkcja
tworzaca prawdopodobienstwa jest postaci

Ps(t) = exp (A (exp(B(t — 1)) — 1))

Rozktad taki nazywamy rozkiadem Neymanna typu A. W szczegblnych przypadkach roz-
ktad ten aproksymujemy:

_ S5 N(0,1);

zeli A jest duze i A t
e Jezeli A jest duze i A3 > 0, to AT

o Jezeli A € (0,1), to S ma przesuniety rozktad Poissona, tzn. P(S =0) = (1 — \) +
Xe B P(S=k)=XePBF/kl k> 1.

e Jezeli 8 jest male, to S przyblizamy za pomoca rozkladu Poi(Ag3).

O

Przyktad 2.2.11 Niech S = " | X;, gdzie X; ~ Exp(a), a N ~ Poi()\). Stosujac wzor
na prawdopodobienstwo catkowite,

o0 )\n n
Fg, (z) = exp(—A\) Z o (Z X, <x)
n=0 """ i=1
Wiemy jednak z Twierdzenia 2.1.11, ze S,, = >_i*; X; ma rozklad Gamma o ggstosci

fs,(x) = (nafnl), exp(—az)z" ! Stad, rézniczkujac Fs,, (),

Fow(@) = exp<—<A+ax>>2ﬁBl<max>,

gdzie Bi(z) = > 52, % jest zmodyfikowana funkcja Bessela.

O

Przyktad 2.2.12 Niech S = Sy = X; + -+ + Xy, gdzie N ~ Poi()\). Zalézmy, ze X;
maja rozklad logarytmiczny

k

P(X:k):m, peE(

0,1),k> 1.
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Wtedy Sy ma rozklad ujemny dwumianowy. Policzymy w tym celu najpierw funkcje
tworzaca dla X. Dla t < —In(1 — p) mamy

1 e Pk
Mx(t)= ———— -
1 o0

pexp(t)
= Z/ uFdu
In(1—-p) 7= Jo

1 /pexp(t) 2
=—— u® " du
In(1—p) Jo 192231

1 pexp(t) 1
— e [ o
In(1—p) Jo 1—u

_ In(1 —pexp(t))
In(l-p) ~

a stad (patrz wzor (2.2.4))

Ms(t) = exp (A (PGBl — 1))

= oxp (i In (122))

— (=2 \"
— \1-pet) >
A

gdzie r = =R Jest to funkcja tworzaca dla rozkladu Bin*(—ﬁ, 1—p).

O

Sumy niezaleznych zmiennych o rozktadach ztozonych Poissona sg zawsze zmiennymi o
zlozonym rozkladzie Poissona.

Twierdzenie 2.2.13 Jesli SU, 8@ . S™) sq niezaleznymi zmiennymi losowymi i S
ma rozklad zlozony Poissona z parametrem A9 i dystrybuancie skladnikéw F® (CPoi ()\(i), F(i)),
dlai=1,...,n), to
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7 zalozenia

Mg (t) = exp(AD (M) (t) — 1)),

gdzie zmienna losowa X ma rozklad F(). Z niezaleznosci dostajemy

Ms(t) = ﬁMsu)( ) = exp <Z)\ (M) (t) 1))
=1

R

co jest funkcja tworzaca zadanego rozktadu ztozonego. ([

Przyktad 2.2.14 Niech z1,...,x, beda wartoSciami wyptat w K portfelach, ktérych
wielkosci sa losowe, niezalezne Ny, ..., N o rozkladach Poissona z parametrami A1, ..., Ag
odpowiednio. Wtedy z powyzszego twierdzenia

N1 Nn
S:xlNl—l—...-i—xKNK:le-f—...—i-Z:I}n
=1 i

ma rozklad zlozony Poissona C'Poi(\, F') dla
A=A +...4+ Ak,

K\

F(z) = Z XI([:ci,oo) (2).

O

Przyktad 2.2.15 Przypuéémy, ze S ma zlozony rozklad Poissona z parametrem \(1) =
0.5 i wielkosciami szkéd 1,2, 3,4,5 z prawdopodobienstwami 0.15,0.3,0.3,0.05,0.2, odpo-
wiednio. S®) ma rozklad zlozony Poissona z A?) = 0.8 oraz rozkladem szkéd o wiel-
kosciach 1,2,3 z prawdopodobienstwami 0.25, 0.5, 0.25, odpowiednio. Ponadto SG) ma
rozktad ztozony Poissona z AB3) = 1.2 oraz rozkladem szkéd o wielkodciach 3,45 z
prawdopodobienstwami 0.15, 0.5, 0.35, odpowiednio. Jedli S 52 g6 sa niezalezne,
policzymy rozklad § = S +5@) 4 §G),

7 Twierdzenia 2.2.13 mamy

A=A 4 A 1 \®) =05+08+1.2=25,

A A2 AB3)
[x(z) = fou)(x) + fom (z) + fo<3> (),

Ifx(x) =02fxq(2) +0.32f e (7) + 0.48fy ) ().
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zatem
0.110 dla z=1

0.220 dla =2
fx(x)=1¢ 0212 dla z=3 .

0.250 dla =14

0.208 dla z=5

Otrzymujemy zlozony rozktad Poissona z parametrem A = 2.5 i rozmiarem szkéd poda-
nym powyzej.

0

Twierdzenie 2.2.16 JeZeli zmienna S = X1 + -+ + Xx ma zloZony rozklad Poissona
CPoi(\ F), z dyskretnym rozkladem indywidualnych roszczen o dystrybuancie F' i funkcji
prawdopodobieristwa m; = P(X = xz;), i1=1,...,K, to

(i) zmienne losowe Ny, N, ..., Nk, zdefiniowane przez
N; = card{k : Xy = x;},
i=1,..., K s¢ wzajemnie niezalezne, (wtedy S = x1N1+ -+ xxNg)

(ii) zmienne losowe N; majq rozklady Poissona z parametrami A = \mi=1,2,... K.

K
Dowdd. Zatézmy, ze N = > N; = k. Wtedy
i=1

E lexp (itzl\fl)] = iE [exp <§:tiNi> | N = k] Pr(N =k)
i=1 k=0 i=1

0 ef)\)\k
— Z(metl + moel? + .+ myelE)F (2.2.16)
P k!
K
= exp(—A)exp ()\Zmeti>
i=1
K
= [ exp[Ami(e" — 1)]. (2.2.17)
i=1
Rzeczywiscie, rozklad wektora (Ni,..., Ng) pod warunkiem N = k jest wielomianowy,
tzn.
k! Ky kx
P(N1 :kl,,NK:k‘K|N:/€) :7]{]1'k‘K'ﬂ-1 ...7TK 5
a stad
k

K
E [exp (ZtiNZ) IN = k] = [metl + ...+ 7gelE ,
i=1
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co zostalo uzyte w (2.2.16).

W réwnaniu (2.2.17) otrzymaliSmy wiec iloczyn K funkcji, z ktérych kazda jest innej
zmiennej t;. Powyzsza formuta pokazuje wzajemna niezalezno$é zmiennych losowych V.
Dalej, podstawiajac t; =t it; = 0 dla j # ¢ otrzymujemy

E [exp(tN;)] = exp[Am;(ef — 1)]. (2.2.18)

Wzor (2.2.18) jest funkcja tworzaca rozkladu Poissona z parametrem Ar;. ([l

2.2.5 Zlozony rozktad ujemny dwumianowy

Rozktad tacznych roszczen jest rozktadem zlozonym ujemnym dwumianowym, jesli jego
dystrybuanta jest postaci

Fs(x) =Pr(S<z) = f: (T + Z a 1>p’“q”G*”(a:). (2.2.19)
n=0

Wartos¢ oczekiwana, wariancja i skosno$é zmiennej losowej S w tym przypadku dane sa
przez

Bls] = - BIX],
_rq 2 rq? 2
Var(S] = ?E[X ]+ rl (E[X])
E[(Sy —E[SN])®] = %E (x?] + 37;122E (x| B [x] + 22;133(E 1X])3.
Ponadto
Mg(t) = <p>r. (2.2.20)
1 —qMx(t)

Przyktad 2.2.17 Zalézmy, ze szkoda S ma zlozony rozklad ujemny dwumianowy, z pa-
rametrami r = 5 i p = 0.6 i rozkladem szkéd jak w ponizszej tabeli. Wyliczymy Pr(S = z).

Rozktad pojedynczego roszczenia.
X 1 2 3 4 5 6

fx(x) | 005 | 010 | 0.15 | 0.20 | 0.25 | 0.25

Mamy wiec

5
Py(t) = (%) , (2.2.21)
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gdzie funkcja tworzaca zmiennej losowej X jest réwna
Px(t) = 0.05t + 0.1¢* + 0.15¢% 4 0.2t* + 0.25¢5 + 0.25¢5. (2.2.22)

Wstawiajac (2.2.22) do (2.2.21) otrzymujemy

5
0.6
Ps(t) = _ 2.2.23
s(t) (1 — 0.4(0.05¢ + 0.1¢2 + 0.15¢3 + 0.2+ + 0.2515 + O.25t6)> (2.2.23)

Rozwijajac powyzsze réwnanie w szereg Taylora, mozemy odczytaé rozklad zmiennej S

Ps(t) = 0.0777 + 0.0077t 4+ 0.0160t + 0.0252t + 0.0359t*+
+ 0.0486t° + 0.0564t5 + 0.0280t” + 0.0365¢% + 0.0427¢% + ...

0

W szczegdlnosci, gdy r = 1 otrzymujemy zlozony rozklad geometryczny z atomem
w zerze i piszemy Sy ~ CGeo(p, F'). Jedli dla ztozonego rozkladu geometrycznego X ma

rozklad standardowy wykladniczy Fx(z) =1—e %,z > 0, to Mx(t) = 1= oraz

P
Mgy (t) =prta (2.2.24)

co oznacza, ze rozklad sumy jest mieszanka atomu w zerze wielkosci p i rozktadu wyktad-
niczego z parametrem p, tzn.

Fy, (&) = plo.00) (@) + a(1 — 7).

Powyzszy fakt mozna zobaczy¢é w bardziej ogélnym kontekscie.

Przyktad 2.2.18 Rozklady ztozone ujemne dwumianowe mozna czasem utozsamic z roz-
ktadami zlozonymi dwumianowymi. Niech S = Sy = X1+ - -+ Xy, gdzie N ~ Bin™ (r,p),
r € N, X; maja rozklad Exzp(\), tzn. Sy ~ CBin™ (r,p, Exp()\)). Poréwnanie funkcji
tworzacych momenty daje jednak réwniez, ze

Sy ~ CBin(r,1 —p, Exp(Ap)).

Jezeli natomiast X; maja rozklad Geo()), tzn. Sy ~ CBin™ (r,p, Geo(\)) to zachodzi
rowniez

Sy ~ CBin(r,1 —p,Geo(N)).
Warto tu zauwazy¢, ze wyjéciowy rozklad ujemny dwumianowy ma noénik nieskonczony,
a rozklad dwumianowy ma nosnik {0,...,r}.
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]

Uzywajac funkcji tworzacych momenty, jak w Twierdzeniu 2.2.13, otrzymujemy zamknietos¢
na operacje splotu klasy rozktadéw ztozonych ujemnych dwumianowych.

Twierdzenie 2.2.19 Jesli SV, 5@ . 50 g niezaleznymi zmiennymsi losowymi 1 S
ma rozklad ztozony CBin~ (r),p, F) to

ma rozklad zlozony ujemny dwumianowy CBin™ (r,p, F) dla

n

. C)

=1

2.2.6 Wzory rekurencyjne Panjera

Przypomnijmy wzér rekurencyjny dla rozktadu licznika ilosci szkéd wprowadzony w réw-
naniu (2.2.7). Oznaczmy znowu funkcje prawdopodobiehstwa zmiennej N przez py =
fn(k) = P(N = k), k € N. Zalézmy, ze

b
PE = <a+k) Pr—1, k> 1,

dla pewnego doboru parametréw a i b. Zapisujac to inaczej dostajemy

Dk
Pk—1

k=" = ka + b =: (k).

W szczegdlnodei, dla rozkladu dwumianowego Bin(n, p)

a:zl_p, : -

Poissona Poi()),
a:=0,b:=\

oraz ujemnie dwumianowego Bin~ (7, p),

a:=gq, b:=(r—1)q.
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Twierdzenie 2.2.20 Jesli S = X1 +-- -+ Xy jest sumarycznym roszczeniem w portfelu,
gr ‘== px (k) = P(X; = k), k € N oznacza rozklad pojedynczego roszczenia, to

2095 pi dla k=0

P(S=k)= { lflago Sk (a+ %)giP(S =k—i) dla k>1

oraz

Dowdd: Niech fi, := P(S = k). Rezultat dla k¥ = 0 wynika bezposrednio ze wzoru na
prawdopodobienstwo calkowite. Dla pozostalych k zauwazmy najpierw, ze dla jednakowo
roztozonych X1, Xs,... mamy, dla S,, = X1 + - + X,

nE(X1| Sy =4k)=>_ E(Xp | Sp=k)=E(S, | Sn =k) =k,
m=1

Korzystajac z tego, ze % = E(%|Sn = k) mamy

S b?l S~ kg
n=1 1=1

Liczac wprost z definicji, otrzymujemy dla n > 1

*n—1 *n—1 *n—1

X n
LIS X = k] = (atb O/k)gogk b1 I (o, k/k)gkio |
2 : k

oraz dlan =1

X
== |ZX =kl=a+b.
=1

Wstawiajac te wyrazenia do sumy wzgledem n, skracajac ¢g;" i wyodrebniajac wyraz n = 1
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mamy
S i\ n-1)
fe=pola+b)g+ YD pa-1(a+ bE)gigk,nl- =
n=21=0

k . )
1 *(n
= pO(a + b).gk + Z(a + b%)Qz Z pngk(_z) =
=0 n=1

00 k—1 . 00 o)
* ? * *
=po(a+b)gk+ago Y pagl" + D _(a+b7)gi > pagili + (@ +b)gk Y pugi”
=1 n=1

n=1
k—1

=agofr + Z(a—i—b
i=1

k
:agofk~|—2(a—|—b

i=1

1

k)gz’fkfi + (@ +b)gr fo

l

k)gifk—i~

Wyliczajac fi z tego réwnania otrzymujemy teze.

n=1

O

Uwaga 2.2.21 Przewaga rekurencji Panjera nad postepowaniem rekurencyjnym bezpo-
srednio z definicji (wzér (2.1.7)) polega na réznicy w zlozonosci obliczeniowej. W celu
obliczenia P(S,, = j) potrzebujemy w pierwszym przypadku O(j?) operacji, podczas gdy

w drugim przypadku algorytm wymaga O(j3) obliczen.

Przyklad 2.2.22 Niech N ~ Poi()\) i X > 0. Wtedy

exp(—\) dla

k=0
P(S_k)_{ Ak igP(S=k—i) dla k>1

>

Przyktad 2.2.23 Niech N ~ Geo(p) i X > 0. Wtedy

k
P(S=k)=p> gP(S=k-i), k>L
=1

2.3 Twierdzenia graniczne-aproksymacje

2.3.1 Aproksymacja rozktadem dwumianowym i
Poissona.

Przyktad 2.3.1 Niech X; ~ Bin(1,p;), i = 1,...,n, S, = X1 + -+ + X,,. Wtedy nie
mozna uzy¢ Twierdzenia 2.1.11. Poniewaz E[S,] > Var[S,], aproksymacja zmienna lo-
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sowa N o rozkladzie dwumianowym (dla ktérej E [N] > Var [N]) jest dopuszczalna. Niech

N ~ Bin(n,p), gdzie p = # Poniewaz E[N] = np, wigc E[N] = E[S,]. Mamy
jednak Var [N] — Var[S,] = S0, p?(1 — 1).

O

Przyktad 2.3.2 Niech X; ~ Bin(1,p;), i = 1,...,n. Mozna przyblizy¢ rozklad S, roz-
ktadem Poissona tak, aby zostala zachowana srednia. Mamy E[S,] = > p;, Var[S,] =
> pi(l—pi).

Niech N ~ Poi(\), A = > p;. Wtedy E [N] = E[S,,]. Nastepuje jednak przeszacowanie wa-
riancji: mamy Var [N]— Var [S,,] = 3 p?. Stosowanie aproksymacji Poissonowskiej ma sens
w przypadku, gdy E[S,] ~ Var [S,], tzn., gdy 3 p? jest mate. W przeciwnym przypadku
aproksymacja ta jest gorsza niz w przypadku aproksymacji dwumianowej. Przyktadowo,
niech n =19, p; = 0.05¢, i = 1,...,19, wtedy Zp% =6.175.

Przyktad 2.3.3 Jezeli S,, ma rozklad Bin(n,p,) oraz p, jest male, to rozklad S,, przy-
bliza sie w praktyce rozktadem Poissona. Sytuacja taka nastapi np. wtedy, gdy w portfelu
mamy n ryzyk, kazde generujace szkode X;, ¢ = 1,...,n i interesuja nas te szkody, ktore
przekrocza poziom u. Wtedy K = >.1* ; I(X; > u) ma rozkltad Bin(n,p), p = P(X; > u).
Jezeli u jest duze, to p jest mate i aproksymacja ma sens.

2.3.2 Aproksymacja rozkladem normalnym.

Jesli X1, Xo, ... sa zmiennymi losowymi niezaleznymi o jednakowym rozktadzie, skonczonej
wartoéci éredniej u = E[X] < oo i wariancji o2 = Var[X] < oo, to z Centralnego
Twierdzenia Granicznego, dla S, = X1 + ...+ X,, mamy

— X u2
P(SnE[Sn] @) o B(z) = / 1 e

Var [S),] —c0 V21

Wartosci ®(z) sa zawarte w tablicach rozkladu normalnego i mozna je wykorzystaé¢ do
przyblizenia rozkladu S,,. Mamy mianowicie (dla duzych wartosci n )
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Rysunek 2.3.1: Prazyblizanie sumy niejednorodnych rozkladéw dwumianowych rozktadami Poissona i dwumia-
nowym: wartosci dokladne (linia ciagla), aproksymacja Poissona (krzyzyki), aproksymacja dwumianowa (kétka)
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0.1

0.1

0.04

Rysunek 2.3.2: Aproksymacja Poissonowska dla rozktadu dwumianowego B in(n, pn): Rysunek lewy - . =
20, Pn = 0.1; rysunek prawy - 1 = 20, Pn = 0.4. Linia ciagta - wartosci doktadne.
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P(Snéy)~@<?ﬂaw>,

Var [S,,]

przy czym E [S,] = nu oraz Var [S,] = no?. Tego rodzaju przyblizenie stosuje si¢ réwniez
w przypadku, gdy (X;) sa niezalezne, ale by¢ moze o réznych rozktadach. Wtedy ktadziemy
E[S] = 3" pi, Var[S] = 31, 02, gdzie u; = E[X;], 02 = Var [X;].

Przykltad 2.3.4 (cd. Przykladu 2.1.4) Zastosujemy najpierw aproksymacje normalng w
przypadku, gdy n jest malte (n = 3). Jezeli prawdziwy rozklad S jest typu dyskretnego
wtedy poprawiamy aproksymacje poprzez dodanie 0.5 do wartodci S. Zatem dla S =
X1 + X9 + X3 mamy E[S] = 3.4, Var [S] = 3.66 oraz

 [S+05-E[S] _z+05—E[s]
P(K"”)‘P( NS S Vs )

S+05-34 w+05-34\  (0+05—34
- P( /366~ V366 )Nq)( V/3.66 )

Dla poszczegdlnych = odczytujemy rozklad z tablic. Ponizej w tabeli oraz na rysunku
zostal przedstawiony rozklad zmiennej S obliczony przy pomocy wzoru dokladnego (lub
réwnowaznie, funkcji tworzacej) i aproksymacji normalnej.

Dokladne  wyliczenie Aproksymacja rozkl. normalnym
| s Fs() g0 O (TR
0 0.072 0.072 0.0661 0.0648
1 0.096 0.168 0.1273 0.1603
2 0.170 0.338 0.1867 0.3190
3 0.206 0.544 0.2082 0.5208
4 0.144 0.688 0.1768 0.7173
5 0.178 0.866 0.1142 0.8638
6 0.070 0.936 0.0561 0.9474
7 0.052 0.988 0.0210 0.9839
8 0.012 1.00 0.0059 0.9962

Obliczenia powyzsze pokazuja, ze dla malego rozmiaru portfela przyblizenie rozktadem
normalnym nie jest dobre.
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0.2+

0.18+

0.16+

0.14+

0.12+

0.1

0.08+

0.06+

0.04+

0.02+

95

Rysunek 2.3.3: Wartosci dokladne (kétka) i aproksymacja normalna (linia ciagla) dla sumy trzech zmiennych

losowych.
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0.2

ot \

Rysunek 2.3.4: Przyblizenie rozkladem normalnym: wartosci dokladne (kétka) i aproksymacja (linia ciagla) dla
n=3in=10.

Przyktad 2.3.5 Chcemy policzyé¢ rozklad zmiennej S, = X1 + -+ + X, gdzie (X;)i>1
maja ten sam rozklad

Funkcja tworzaca prawdopodobiefistwa ma posta¢ Px(t) = 0.3 + 0.2t + 0.4t + 0.1£3, a
stad Ps(t) = (0.34 0.2t +0.4t2 4+ 0.1¢3)". Otrzymujemy wiec szereg potegowy i odczytujac
wspdlezynniki przy t™, m € N, dostajemy rozktad S. Analogicznie jak w poprzednim
przykladzie stosujemy aproksymacje normalng (E[S] = n- 1.3, Var[S] = n-1.01) i dla
n = 3 oraz n = 10 sporzadzamy przyblizenia (rysunek)

Widzimy, ze dla n = 10 mamy lepsza zgodno$¢ z rozkladem normalnym.

Przyklad 2.3.6 Jezeli zmienna losowa X ma rozklad Bin(n,p) oraz n — oo, to z Twier-
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dzenia Moivre’a-Laplace’a mamy

X—-np 4
n—oo
\/1Pq

Lepsze wyniki daje zastosowanie czynnika korygujacego 0.5, tzn. przyblizamy

Z ~ N(0,1).

P(ng)%q)<x—l—0.5—np>.

Vv 1pPq

0

Przykltad 2.3.7 Zal6zmy, ze zmienna losowa N ma rozklad Poi(\). Zauwazmy, ze jesli
A jest calkowite, to N mozna przedstawié¢ (co do rozkladu) jako Ny + --- + N, gdzie
sktadniki sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie Poi(1). Centralne Twierdzenie
Graniczne mozna wiec stosowaé w ogdlnym przypadku i otrzymaé przyblizenie (dla duzych
\)

kE— A

P(N<k)z:<1><\a>.

Przyblizenie to jest jednak niedokladne dla matych wartosci A. Intuicyjnie jest to jasne:

rozklad normalny bedacy symetrycznym nie moze dawaé dobrych przyblizen dla Poissona

z malym )\, a wiec z duza skosnoscia %

O
Przyktad 2.3.8 Zalézmy, ze Xq,...,X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie wykladniczym ze Srednia 1. Wtedy zmienna losowa S, = > i ; X; ma rozklad

I'(n,1) (patrz Twierdzenie 2.1.11). Rozklad standaryzowanej zmiennej losowej S} = (S, —
nux)/(cxv/n), k=1,...,n, ma wtedy postaé

Sn — nux < ’LL>
oxvn

= P (S, < oxvnu+nux)

= Fg, (oxv/nu +nux),

F: (u) = P(S5 <) = P (

a stad (uwzgledniajac pux = ox = 1), fs:(u) = v/nfs, (y/nu + n). Poniewaz dla rozktadu

2" lexp(—z)

['(n,1) mamy fg, (x) = o wige ktadac x = \/nu + n dostajemy

sz (u) = \/ﬁ(\/ﬁu i n)n_l(zxf(l—)!\/ﬁu) exp(—n)
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Zauwazmy, ze zmienne losowe S} przyjmuja wartosci w przedziale (—/nux/ox,00). Z
Centralnego Twierdzenia Granicznego zmienna losowa S} ma dla duzych n rozklad w
przyblizeniu normalny. Na jednym rysunku przedstawimy wykresy gestodci zmiennej S
dla réznych wartosci n oraz gestosé rozkladu N(0,1). Dobre dopasowanie mamy juz od
n = 30.

Przyktad 2.3.9 Towarzystwo ubezpieczeniowe oferuje roczne kontrakty w wysokosci 1 i
2, w grupach oséb, gdzie w pierwszej grupie prawdopodobienstwo $mierci rowna sie 0.02,
a w drugiej 0.10:

Lel o L0 [ me |
1]002] 1500
21002 2 | 500
3010 1 | 300
17010 2 | 500

gdzie ni oznaczaja liczebnosci konkraktow. Towarzystwo to zamierza za 1800 powyzej
opisanych kontraktéw zebraé tyle sktadek, aby z prawdopodobienstwem 0.95 sumaryczna
szkoda S = X7 + ...+ Xig00 byla mniejsza od zebranej sumy. Przy tym wymaga sie,
aby sktadka kazdego osobnika byla proporcjonalna do wartosci oczekiwanej jego szkody,
tzn. ma by¢ postaci (14 6)E[X;], dla pewnej stalej 6 > 0 (sktadka wartodci oczekiwanej).
Zmienne X; sa niezalezne o rozkladach P(X; = bg) = qx, P(X; =0) = 1 — g, przy czym
rozklady zaleza od typu kontraktu ( np. dla i =1,...,500, k = 1). Nalezy wiec znalezé¢ 6
takie, ze
P(S<(1+0)E[S]) =0.95,

co jest réwnowazne

S —E[S] OE[S] \
P <\/Var [S] S /Var [S]) = 0.9,

i korzystajac z przyblizenia rozktadem normalnym
E
P _EIS] 5] = 0.95.
Var [S]

0E [S]
Var [S]

7Z tablic odczytujemy
= 1.645.
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Rysunek 2.3.5: Aproksymacja rozkladu Gamma rozktadem normalnym. Rozktad normalny (linia ciaglta) i prze-

suniete rozklady Gamma:
k=2 (kétka) i k = 30 (krzyzyki).
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Pozostaje wiec policzyé¢ E [S] 1 Var [S].

170021 ] 0.02 0.0196 | 500 10
21002] 2| 0.04 0.0784 | 500 20
3101 |1 0.1 0.09 300 30
4101 | 2 0.2 0.36 500 100

Sumujac odpowiednio otrzymujemy E [S] = 160 oraz Var [S] = 256. Wstawiajac te warto-
sci wyzej otrzymujemy 6 = 0.1645 (czyli narzut na skladke netto powinien wynosié¢ 16.5%,
aby zapewni¢ 95% pewno$¢, ze skladki pokryja szkody).

]

Przyktad 2.3.10 Portfel Xq,..., X, jest dwuwarstwowy, dla n = ny + ns ryzyk postaci
X; = I;- By, gdzie P(I; = 1) = ¢;. Inaczej méwiac, ubezpieczenia wypadkowe sa dwojakiego
rodzaju (k = 1,2) i maja taka sama strukture. Rozklad wyplaty (pod warunkiem, ze
szkoda nastepuje) tzn. Xi | I = 1 jest rozkladem obcietym wykladniczym. Rozklad
obciety wyktadniczy zadany jest dystrybuanta

0 dla z <0
Fp(r)={ 1—e™ dla 0<z<L ,
1 dla x> L

dla pewnego L > 0. Specyfikujac rézne wartosci parametréw skali i poziomu obciecia,
zakladamy nastepujace dane

Lel e [ ae [ [ L |
1] 500 |0.10] 125
2000 | 0.05 | 2 | 5.0

Wyliczajac momenty otrzymujemy

1 — e Mele
E[Xi|l=1] = .
k
2 2L
2 - L k _—X\iL
1 — 2\ Lpe Mwle — e=2Meln

Var [Xkuk = 1] =

¥

Zbierajac wyniki dla poszczegdlnych typéw kontraktéw mamy

[l o | m | of | BIX] [VaerlX] [ m |
1] 0.10 [ 0.9179 | 0.5828 | 0.09179 | 0.13411 | 500
0.05 | 0.5000 | 0.2498 | 0.0250 | 0.02436 | 2000
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Ostatecznie
E [S] =500 - 0.09179 + 2000 - 0.025 = 95.89,

Var [S] = 500 - 0.13411 + 2000 - 0.02436 = 115.78

i szukamy 6 takiego, ze
P(S<(1+0)E[S]) =0.95

Stosujac tablice rozktadu normalnego i przyblizenie rozktadem normalnym, znajdujemy
dla S =X1+---+ X,,
0E [S]
Var [S]

Stad 6 = 0.1846, to znaczy, ze nalezy przyja¢ narzut ponad osiemnastoprocentowy na
warto$¢ érednia, aby z prawdopodobienstwem 0.95 skladki (z narzutem) pobierane jako
warto$¢ srednia z narzutem pokryly warto$¢ zgloszonych szkdd.

=1.645

2.3.3 Aproksymacja rozkltadéw ztozonych
rozkladem normalnym

Centralne Twierdzenie Graniczne jest prawdziwe réwniez dla sum losowych.

Twierdzenie 2.3.11 Jesli S = Xy + ...+ Xy ma rozklad zlozony Poissona CPoi(\, F)
, to

S—AE[X]

N(0,1

Dowod: Niech

_ S-)E[X]

BT (2.3.1)

Pokazemy, ze
lim My (t) = exp(t?/2), teER.

A—00

Mamy

5
=
e

IEN

I—N<l
I

B oo (2 o\ | e [~ MEXT
PAVAEXT P\ VAEXT
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Uzywajac wzoru (2.2.4) otrzymujemy

t ME [X]
My (t) = AMx | ——m——=| - 1| - ———== | .
v (1) eXP( l X( AE[X2]> ] MAE[X?])
Korzystajac z rozwiniecia funkcji tworzacej momenty w szereg Taylora

tE[X] $*E[X?]
TR T

Mx (t) =1+
oraz podstawiajac t/1/AE [X] w miejsce ¢ otrzymujemy

1 1 E[X3
My (t) = exp (2 6V B [;3/1} ’

2 ——— ¢ —i—) — exp(t?/2).
A—00

O

Przyktad 2.3.12 Rozwazmy zlozony rozklad Poissona dla parametrow A = 5i A = 15.
Szkoda przyjmuje pie¢ wartosci jak w Przyktadzie 2.2.9. Dla parametru A = 15 mamy

dobra zgodnos¢ z rozkladem normalnym.

]

Podobnie jak dla rozktadéw CPoi zachodzi Centralne T'wierdzenie Graniczne dla rozkta-

déw ztozonych ujemnych dwumianowych.

Twierdzenie 2.3.13 Jesli S = X1 + ...+ Xy ma rozklad zlozZony ujemny dwumianowy

Bin~(r,p), to

S—rqB[X] /p N
V(rqVar [X])/p + rq(E[X])2/p2 T

N(0,1).

2.3.4 Aproksymacja przesunietym rozkltadem Gamma

Niech teraz

G(x;a,p) = /Ox rﬁ;to‘_le_ﬁtdt,

H(x;a,ﬂ,xo) = G(Q? - 33050475)~
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0.02+

0.015+

0.014

Rysunek 2.3.6:
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Funkcja G(+; «, ) jest dystrybuanta rozkladu gamma Gamma(a, 3) o parametrze ksztattu
« i parametrze skali 3, .

Sumaryczna szkode S mozna przyblizy¢ rozktadem gamma zachowujac zgodnosé trzech

pierwszych centralnych momentéw, tzn.

E[S] = X0 + R
Var[S]:%,

200
-5

Zauwazmy, ze aproksymacja gamma wymaga, by sko$nos¢ bylta dodatnia.

B[(s - B[s)’]

Stad nalezy dobraé¢ parametry xg, o, 8 w nastepujacy sposéb

. (ars)y?
B[S —ES)Y
B Var [ 5]
P =BG —R e
_miq o (Var[S)?
$0—E[S] 2E[S—E[SH3

W szczegolnoéci dla rozktadu ztozonego Poissona

_ B[P
o= 4>\m, (2.3.2)
_ L E[X7]
p=2 X3 (2.3.3)
27\2
zo = AE[X] — 2Aw (2.3.4)

Uwaga 2.3.14 Powstaje naturalne pytanie: kiedy stosowaé aproksymacje normalna, a
kiedy Gamma? Jezeli S wspotczynnik skosnoéci jest maty, to nalezy stosowaé aproksymacje
normalna, w przeciwnym razie - Gamma. Regule te nalezy stosowaé ostroznie.

Przykltad 2.3.15 (cd. Przykladu 2.2.9) Rozwazmy zlozony rozklad Poissona z parame-
trem A\ = 10 i szkoda o rozkladzie

i 1] 2 [ 12 [13]18
P(X=4i) 010350050203
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Zastosujemy najpierw aproksymacje normalna. W ztozonym rozkladzie mamy
E[S]=E[N]E[X] =94,
Var[S] = A(E [ X2]) = 1397.

Otrzymujemy wiegc
x—9440.5

V1397

Aby skorzystaé przyblizenia Gamma trzeba dla danych w powyzszym przyktadzie obliczyé
parametry xg, a, 3. Dla zlozonego rozkladu Poissona mamy ze wzoréw (2.3.2)-(2.3.4)

Pr(S <x)~ ®( )

(139.7)3
=410 ——2- =21.01
“ (2278.3)2 ’
139.7
=2. =0.12
p 20783~ 1%
(139.7)2
=10-94-2-10- = —77.3.
zo=10-9 053 77.3

W naszym przypadku skosnosé wynosi 0.44. Widzimy lepsze dopasowanie rozktadem Gamma
niz normalnym.

Rozpatrzmy jednak inne dane:

i 1 [ 2 [12] 13 ] 18 v £
P(X =1i) [ 0.45]0.45 | 0.05 [ 0.025 | 0.025 [| 0.9 | 0.3
[PX=i]o5]05] 0] 0 [ 0 [036] 006
| P(X=4)]0.05]0.05] 0.8 [ 0.05 [ 0.05 [ 0.34 ] 0.055 |

W pierwszym przypadku aproksymacja normalna, ze wzgledu na duza skosnosé (0.44) nie
jest dopuszczalna, przyblizenie Gamma jest dobre tylko w ogonie rozktadu. W drugim |,
sko$nos¢ wynosi 0.9, w trzecim - 0.34.
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0.008¢
0.0067
0.004-

0.002

0 50 100 150 200

0.03 00
0.025]
0.015]
0.02
0.0151 0.01-
0.01-
0.005]
0.005{
0 150 200 o 50 100 150 200

Rysunek 2.3.7: Aproksymacja Gamma (linia gruba) i normalna (linia cienka) wraz z wartosciami dokladnymi
(linia lamana)



Rozdziat 3

Sktadki

3.1 Skladka netto

Skladka jest optata, ktora podmiot narazony na ryzyko ptaci ubezpieczycielowi za przejecie
czescl ryzyka zwiazanego ze swoja dziatalnoscia. Sktadke wylicza ubezpieczyciel bazujac na
zasadzie, ze losowe, sumaryczne roszczenia ubezpieczonych klientow w danej grupie dzia-
lalnosci (w danym portfelu) powinny byé¢ skompensowane przez ustalone z géry oplaty
(skladki).

Wartos¢ sktadki H powinna zaleze¢ od dystrybuanty Fs zmiennej S, ktéra oznacza ubez-
pieczang wielkos¢. Tak wigc H = H(Fyg) ( piszemy réwniez H = H(S)).

Skladka netto. Podstawowa skladka jest H = E[S]. Skladka taka nazywana jest sktadka
netto. Wycena szkody jedynie poprzez warto$¢ oczekiwana nie gwarantuje jednak bez-
piecznego pokrycia wielkosci szkody.

Rzeczywiscie, zatézmy bowiem, ze portfel sklada sie z n niezaleznych, jednakowo roztozo-
nych ryzyk Xi,..., X,. Mamy S, = X1 + ... + X,,. Oczywiscie, sktadka dla catego portfela
powinna by¢ réwna sumie pojedynczych sktadek, tzn. H(S,) = H(X1) + ... + H(X,) =
nH(X1), gdyz ryzyka maja ten sam rozklad. Z Prawa Wielkich Liczb, dla kazdego € > 0
%” -E [Xl]‘ > 6) = 0, a stad otrzymujemy

i dostatecznie duzych wartoéci n, P (

lim P <Z X; > nH(X;) (3.1.1)

)Z{ 1 dla H(X;) <E[X4]
=1

0 dla H(X1)>E[X)]

W przypadku, gdy H(X;) < E[X;] prawdopodobienstwo, ze suma wyplaconych odszko-
dowan przekroczy zebrane sktadki dazy do 1. Dlatego dla dowolnego portfela S pozadana
wlasnoscia sktadki jest by

H(S) > E[S5],

czyli

H(S) = (1+p)E[S] p>0

67
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Wartoé¢ p nazywamy narzutem bezpieczenstwa. Wyliczenie wartosci p w konkretnym
portfelu jest zwiazane z zagadnieniem bezpieczenstwa pokrycia szkody przez sktadke.

3.2 Skladka z ustalonym
poziomem bezpieczenstwa

Rownosé (3.1.1) wskazuje, ze dla duzego rozmiaru portfela i skladki przewyzszajacej
E [X], prawdopodobienstwo niewyptacalnosci dazy do zera. W praktyce jednak mamy do
czynienia z portfelami skoniczonego rozmiaru, dlatego stawiamy nastepujace pytanie: jak
duza powinna by¢ sktadka (lub jak duzy powinien by¢ narzut bezpieczenstwa), aby praw-
dopodobienstwo niewyptacalnosci bylo réwne z géry zadanej (malej) liczbie o € (0,1)?
Inaczej moéwiac: szukamy takiego H(S), by

P(S > H(S)) = a.

Warto$é ta nazywana jest kwantylem rzedu 1 — « rozkladu zmiennej S (wartosé H(S) jest
nazywana Value-at-Risk (VaR) i jest jedna ze standardowych miar oceny wyplacalnosci
instytucji finansowych). W przypadku S,, = X1 + ... + X,,, gdy nie znamy rozkladu poje-
dynczej szkody X;, a rozmiar portfela jest dostatecznie duzy (n > 30) mozemy postuzyé
si¢ Centralnym Twierdzeniem Granicznym, aby otrzymac

o(Sh) ’

~ P(Z>

gdzie zmienna losowa Z ma rozklad normalny N(0,1) ze srednia 0 i wariancja 1. Przyj-
mujac P (Z > %%) = o otrzymujemy

o(Sh
H(S,) - B[S]
O'(Sn) 1—o
gdzie zo = F;(a), a € (0,1). Mamy wiec H(S,) = (1 + p)E[S,] z
_ 21-00(Sn)
E[Sa]

Powyzszy wzoér mozna zapisaé inaczej w postaci
H(Sn) =E [Sn] + Zl—aa(sn) (3.2.1)

lub ogélniej
H(S)=E[S]+ da(S), 0> 0.

Powyzszy wzor definiuje tak zwana sktadke odchylenia standardowego.
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Powyzej podaliémy sposéb wyliczenia sktadki dla portfela S, zlozonego z niezaleznych
ryzyk Xy, ..., X, o tym samym rozkladzie. Z formuly na sktadke H(S,,) dla calego portfela
tatwo mozna uzyska¢ sktadke dla pojedynczego ryzyka:

H(X)) =B[Xi] + 21-a0(Sp)/n,  i=1,...n. (3.2.2)

Zauwazmy, ze sktadka ta jest identyczna dla kazdego i. Ogdlniej, jezeli Xy, ..., X,, maja
inne rozklady, ale sa niezalezne i maja réwne wariancje, to sktadke indywidualna mozna
skalkulowaé¢ wedlug wzoru (3.2.2).

Czesto postuluje sie, by dla dowolnych dwoch ryzyk S i S* zachodzita nieréwnosé
H(S+S*) < H(S)+ H(SY).
Powyzsza nieréwnosé¢ moze by¢ ostra jak pokazuje ponizszy przyktad.

Przyktad 3.2.1 [EA:26.10.1998(8)] Laczenie ryzyk dwoéch réznych portfeli moze mieé

wplyw na wielko$¢ sktadki. Rozwazmy w tym celu dwie grupy ryzyk: pierwsza sktada sie
z 900 niezaleznych ryzyk Xi,...Xgo0 z ta sama Srednia 1 i wariancja 4, druga sklada sie
z 800 niezaleznych (nawzajem i od ryzyk z pierwszej grupy) ryzyk Y7, ..., Ygoo ze Srednia
2 i wariancja 8. W obu grupach ustalono skladki netto z narzutem H; i Hs tak, by
prawdopodobienstwo, iz suma szkoéd przekroczy sume sktadek wyniosto 0.0013. W tym
celu przyjeto, ze ryzyka taczne w obu portfelach mozna przyblizy¢ rozktadem normalnym.
Powstaje pytanie o ustalenie nowych sktadek z narzutem Hy i Hj tak, by po polaczeniu
portfeli zostal zachowany standard bezpieczenstwa stosowany w pojedynczych portfelach.
Jaki jest dopuszczalny zbiér wartosci dla Hy i H3?

Ustalmy najpierw poczatkowa wielkos$¢ sktadek. Z warunkéw zadania

900
P (Z X; > 900H1> =0.0013

i=1
oraz

800

P (ZY; > 800H2> =0.0013

i=1
i z aproksymacji normalnej dostajemy (900H; — 900)/4/900-4 = 210013 =~ 3 oraz
(800H2 — 1600)/\/ 800 - 8 = z1_0.0013 =~ 3, gdzie z1_¢.0013 jest kwantylem rzedu 1 — 0.0013

standardowego rozktadu normalnego. Stad H; ~ g, Hjy ~ 2.3. Chcemy teraz znalezé takie
HY i H3, by
900 800
P (Z Xi+ > Y; > 900H{ + 800H5> = 0.0013,
=1 =1
czyli (900H; + 800H; — 1600 — 900)/4/900 - 4 4+ 800 - 8 ~ 3 oraz by zmiana stawek byla

korzystna, tzn. HY < Hy, Hy < Hy. Rozwiazujemy wiec, dla skladek z narzutem, zagad-
nienie

900 H? + 800H; ~ 2800
HY < Hy
H; < Hp
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Otrzymujemy stad dopuszczalny przedzial dla Hi : (2.15,2.30). Zauwazmy, ze przed
zmiang taryfy taczna zebrana skladka wyniosta 900H; + 800H> = 2920.0, a wiec byla
wyzsza niz po zmianie stawek. Laczenie niezaleznych portfeli ryzyk moze obnizy¢ wielkosc

skladek.

3.3 Sktadki oparte o funkcje uzytecznosci

Funkcja uzytecznoéci bedziemy nazywaé dowolng niemalejaca funkcje, ktéra mierzy uzy-
teczno$é kwoty (losowej) X. Jesli kwota X przyjmuje wartosci w przedziale [m, M], to
wygodnie jest unormowaé taka funkcje, przyjmujac u(m) =01 u(M) = 1.

Jezeli kontrahent posiada kapital w i postuguje sie funkcja uzytecznoéci u to wysokosé
sktadki, ktéra gotowy jest zaptaci¢ za zabezpieczenie ryzyka zalezy od funkcji u. Graniczna
wysokoscia sktadki jest kwota H wyznaczona réwnaniem balansujacym oczekiwany efekt
ryzyka mierzony wartoscia oczekiwana wzgledem u z efektem deterministycznym zabez-
pieczenia po optaceniu H,

Eu(w—9)] =u(w—H)

Przyjecie warunku w = H w powyzszym wzorze prowadzi do réwnania
E[u(H —S)] = u(0).

Wyliczona z tego réwnania sktadka H nazywana jest sktadka funkcji uzyteczno$ci
(zero utility principle).

Rozpoznanie ksztattu funkcji uzytecznosci jest mozliwe w wyniku analizy potencjalnych
decyzji dotyczacych zabezpieczania si¢ i gotowosci ptacenia sktadki.

Przyktad 3.3.1 Zalézmy, ze M = w = 20000 oraz P(X = 0) = 1/2 = P(X = M).
To znaczy posiadajac kapital w wysokosci 20000 jesteSmy narazeni na ryzyko X polega-
jace na stracie calego kapitatlu z prawdopodobienstwem 1/2. Okreslajac teraz maksymalna
sktadke, powiedzmy H = 12000, za ubezpieczenie takiego ryzyka, automatycznie wyzna-
czamy warto$¢ «(8000) = 1/2, bo E(u(M — X)) = 1/2 (zakladajac, ze wyznaczamy
unormowane u). Zob. rys. 3.3.1

O

Intuicyjne zrozumienie roli funkcji uzytecznosci mozliwe jest réwniez poprzez interpretacje
w jezyku prowadzenia gry.
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0.8
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X

Rysunek 3.3.1: Pierwsze przyblizenie funkcji uzytecznosci. O§ OX razy 10000.
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Przyktad 3.3.2 Zal6zmy, ze dla dowolnego ustalonego w z przedzialu [m, M], i funkcji
uzytecznosci u takiej, ze u(m) = 0, (M) = 1 mamy nastepujacy wybor: akceptujemy
kwote w lub otrzymujemy kwote wynikajaca z losowania, gdzie otrzymujemy M z praw-
dopodobienstwem p (sukces) lub m z prawdopodobienstwem 1 — p (porazka). Kazdy sie
zgodzi, ze wyboru nie mozemy dokona¢ nie znajac wartosci p. Oznaczmy przez X zmienna
losowa taka, ze P(X = M) =p=1—P(X =m). Wtedy Eu(X) = p. Jesli p* jest ta war-
toscig prawdopodobienstwa sukcesu, ktéra spowoduje, ze bedziemy chcieli otrzymaé kwote
wynikajaca z losowania X zamiast pewnej kwoty w, to mozemy przyjaé, ze u(w) = p*.
Ksztalt funkeji u bedzie zalezal od indywidualnej sktonnoéci do podjecia ryzyka (wybrania
opcji losowania).

O

Moéwimy, ze decydent ma awersje do ryzyka jesli jego funkcja uzytecznosci jest wklesta.
Przypomnijmy, ze u jest wklesta jesli

uw(w + h) —u(w) > u(w' + h) —u(w'),

dla kazdego h > 0 oraz w < w’, tzn. gdy v ma przyrosty malejace. Dla gltadkich u, jest to
réwnowazne z warunkiem, ze pochodna u jest malejaca (stabo). Funkcja u o przyrostach
rosnacych (réwnowaznie o pochodnej rosnacej) nazywana jest funkcja wypukla. Wiasno-
$ci wklestosci 1 wypuklosci odnosza sie zawsze do konkretnego zbioru argumentéw (zwykle
rozwaza sie przedzialy otwarte, niekoniecznie skonczone).

Poniewaz dla funkcji wklestej u styczna w dowolnym ustalonym punkcie wg lezy ponad
wykresem u, zob. rys. 3.3.2, to

u(w) < o' (wo)(w — wo) + u(wo).

Dla dowolnej zmiennej losowej X o wartosci oczekiwanej EX, podstawiajac wg := FX,
w := X i biorac warto$¢ oczekiwana obustronnie w powyzszej nieréwnosci otrzymujemy
natychmiast

E [u(X)] < u(E[X]).

Nier6wno$¢ ta jest tak zwana nieréwnoscia Jensena dla funkeji wklestych (dla u wypu-
ktych zachodzi nieréwnosé odwrotna).

Podstawiajac w nieréwnosci Jensena dla u wklestej, X := w—.S, otrzymujemy E [u(w — S)] <
u(w — E[S]). Jesdli teraz H jest taka, ze spelnia réwnowage E [u(w — §)] = u(w — H), to
w(w — H) < uw(w — EIS]), z czego wynika (u jest niemalejaca), ze H > E[S]. Oznacza
to, ze decydent majacy awersje do ryzyka jest gotowy ptaci¢ sktadke wieksza od wartosci
Sredniej ryzyka. Wielko$¢ tej sktadki zalezy jednak wyraznie od rodzaju w i moze zalezeé
od kapitatu w, ktéry posiada decydent .
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Rysunek 3.3.2: Ilustracja nieréwnosci Jensena. Linia prosta styczna w punkcie (1,1) lezy nad wykresem krzywej
wklestej.
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Przyktad 3.3.3 Niech u(w) = —e~*", a > 0. Nie przyjmujac dokladniejszych zalozen
o X, jedynie istnienie skonczonej wartosci Mx («), z réwnania E [u(w — S5)] = u(w — H)
otrzymujemy natychmiast

H = Cx(a)/a.

Przy takim wu, sktadka wyliczona na podstawie u nie zalezy od w!

O

Przyktad 3.3.4 Niech u(w) = w?, v € (0,1). Jesli w = 20, S ma rozktad jedno-
stajny na [0,20] i v = 1/2, to Eju(w —S)] = u(w — H) sprowadza si¢ do réwnosci
V20— H = [v20 —xfs(x)dz dla fs(z) = Ija0)(2)/20. Wyliczajac sktadke otrzymu-
jemy H = 11,11... Widzimy, ze H > ES = 10.

O

Przyktad 3.3.5 Niech u(w) = w — aw?, w < 1/2a, a > 0. Zalézmy, ze w = 10,
P(S =10) =05 =1-P(S =0), a = 0.01, wtedy H = 5.28. Gdy w = 20, to dla
tej zmiennej S, H = 5.37, co pokazuje, ze dla kwadratowej funkcji uzytecznosci sktadka
zalezy od posiadanego kaptatu w.

3.4 Reasekuracja, podziat ryzyka

Reasekuracja jest przekazaniem przez ubezpieczyciela (cedenta) czeéci ryzyka do ubez-
pieczenia w innym towarzystwie ubezpieczeniowym. Ogdlnie biorac dla ryzyka X, wartos¢
X, = X — h(X) przekazuje sie do ponownego ubezpieczenia, gdzie h(z) jest pewna funkcja
(funkcja retencyjna) o wlasnosciach: h(z) jest niemalejaca, x — h(z) jest niemalejaca,
0 < h(z) < x oraz h(0) = 0. Funkcja kompensacji k(z) wyznaczona jest przez réwnosé
k(x) =  — h(x). Udzial wlasny oznaczamy przez X. = h(X).

Typowymi kontraktami reasekuracyjnymi sa:
1. Reasekuracja proporcjonalna

a) reasekuracja z udzialem procentowym (quota-share),
X, = aX, ac(0,1),
X, = (1-a)X.

Wady kontraktu proporcjonalnego:
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Rysunek 3.3.3: Wykres unormowanych funkeji uzytecznosci (—exp(—w) + 1)/(—exp(—1) + 1)- zielona, \/Ew)—
czerwona, (w — 0.5 * w?2)/0.5- z6tta
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- matle szkody dzielone sa pomiedzy cedenta i reasekuratora. Dominuja wtedy
koszty administracyjne likwidacji szkody.

b) reasekuracja nadwyzkowa (surplus)

B 1-9X , I>s
XT_{O , I<s’

5X I>s
_ ]
Xe {X I<s ’

)

gdzie s jest poziomem retencji, czyli gérnym limitem odpowiedzialnosci towa-
rzystwa ubezpieczeniowego, a I gérna wartoscia szkody.

2. Reasekuracja nieproporcjonalna

a) reasekuracja nadwyzkowa (kontrakt stop-loss)

Xy = (X —=d)y,
X, = min(X,d)

Uwaga: Jezeli reasekurujemy szkody kolektywne, tzn. taczna szkoda ma postaé
X =8y = Zfil X, to rozr6zniamy dwa typy reasekuracji nadwyzkowej: (Z
oznacza wartos¢ przekazana do reasekuracji)

N
Z = Z(Xl —b)y+ (excess-of-loss), b >0,
i=1

Z =(X—-0b)y+ (stop-loss), b>0,

b) reasekuracja r najwigkszych wyplat:
Niech X (1) < --- < X(,) beda uporzadkowanymi stratami w portfelu. Umowa
reasekuracyjna méwi, ze r najwiekszych wyptat pokrywa reasekurator, tzn.

r
Xr = Z X(n—i—i—l)u
1=1

X, = ; X

c) reasekuracja ECOMOR
Niech X (1) <--- < X{,,) beda uporzadkowanymi stratami w portfelu. Reaseku-
rator pokrywa nadwyzke ponad poziom X(,,_,) dla ustalonego r, a wigc

Xr = Z(X(nfiJrl)_X(nfr))a
1=1

Xe = 2 X+ X
1=1
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3.4.1 Wycena kontraktu stop-loss

Zajmiemy sie teraz blizej wlasnoSciami sktadki netto kontraktu stop-loss. Przyjmujemy
oznaczenie I;(s) = (s—d)4 (tutaj udzial wlasny jest wyznaczony funkcja h(s) = min(s, d)).
Natychmiast mozemy wyliczy¢ warto$¢ netto ryzyka czesci ryzyka S przekazywanego do
reasekuracji:

o0 [e.¢]

(s — d)dFs(s) — / (1 — Fg(s))ds.

d

El1u(5)) = |

d

Zauwazmy, ze jest to pole pod ogonem dystrybuanty ryzyka na przedziale [d, c0). Przy za-
lozeniu, ze dystrybuanta Fg jest rézniczkowalna, rézniczkujac E[I4(S)] wzgledem d otrzy-
mujemy

ElI4(S)) = —(1 - Fs(d)),

rézniczkujac ponownie otrzymujemy
E[14(9))" = fs(d).

Poniewaz —(1 — Fs(d)) < 0 oraz fs(d) > 0, wnioskujemy, ze E [I;(S)] jest funkcja nie-
rosnaca i wypukla zmiennej d. W szczegdlnosei, dla ryzyka wykladniczego S ~ Exp(f3)

mamy
e_df6

g

Niech teraz L(d) = E [min(S, d)]. Funkcja ta jest wypukla i rosnaca zmiennej d, bo

El1(S)) = | (exp(~Bs))ds =

L(d) = /Od 1 — Fs(s)ds,
gdyz jak wiadomo E [I4(S)] + L(d) = E[S] = [;°1 — Fs(s)ds.

Przyktad 3.4.1 [EA:2.06.2001(3)] Wielkos¢ szkody S jest zmienng losowa o rozkladzie
U[0,10]. Poza pytaniem o warto$¢ netto warto wiedzie¢ ile wynosi wariancja VarlIs(S).

Zauwazmy, ze E {(575)5‘{_} =L Olo(x —5)kde = &5 510(93 — 5)kdr = m!ﬁkﬂ. W
szczegdlnosei, dla k = 1 1 k = 2 mamy, odpowiednio, % i %, a stad Var[(S —5)4] = %.

Z drugiej strony mamy E [min(S, 5)’1 = 5*P(S > 5) + % 05 hdr = %5k + %Tiﬁk*l

i w szczegdlnosci

1
Emin(s,5)] = -,
1 15\%2 12

Obliczajac wspdlczynnik zmiennosci 2 (Y) = % dla zmiennych losowych Y := S, (S—5),
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V3 V15 V15 Kontrakt stop-loss zmniejsza wiec wspol-

min(S, 5) dostajemy odpowiednio %5, ¥32, ¥5
czynnik zmiennosci posiadacza ryzyka min(S,d), podczas, gdy analogiczna wielko$é¢ dla

(S — d); jest wieksza niz dla wyjsciowej zmiennej losowej S.

([
Przyktlad 3.4.2 [EA:23.10.1999(6)] O rozkladzie pewnego ryzyka S wiemy, zZe:
o E[(S—20),]=8
o E[S]10 < S < 20] = 13
e P(S<20)=3
e P(S<10)=1.
Obliczymy E [(S — 10)4]]. Mamy
E[(S—10),] = E[(S—10)I(S > 10)] = E[SI(S > 10)] — 10P(S > 10)
= E[SI(20 > S > 10)] + E[SI(S > 20)] — 10P(S > 10)
= E[SI(20 > S > 10)] + E[(S — 20)I(S > 20)]
+20P(S > 20) — 10P(S > 10)
— E[S|10 < S < 20] P(10 < § < 20) + E[(S — 20).]
+20P(S > 20) — 10P(S > 10)
= 13-05+8+4+5—-7.5=12.
([

Przyktad 3.4.3 [EA:15.01.2000(4)] Zmienna losowa S przyjmuje warto$ci nieujemne.
Mamy nastepujace dane

i di | F(d) | E[(S —di)y]
1|5 0.45 20
21 7] 0.65 19

Obliczymy E [S|5 < S < 7]. Mamy

E[SI(5 < S <7

PG <S<7)

E[(S=5)4]—E[(S—=T7)4]+5P(S>5)—TP(S>T7)
PG <S<7)

E[S]5 < S <7

= 6.5
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3.4.2 Wlasnosci kontraktu stop-loss

Zajmiemy si¢ teraz wyborem najodpowiedniejszego (dla cedenta) sposobu reasekuracji.
Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze sposrod wszystkich kontraktéw o ustalonej sktadce netto
E [h(S)] wariancje minimalizuje kontrakt stop-loss.

Twierdzenie 3.4.4 Niech S bedzie ustalonym ryzykiem oraz C ustalong wartoscig netto
udziatu wilasnego, wtedy

min Var [1(S)] = Var [min(d*, S)],
it Var[A(S)] = Vor fmin(a", 5)

przy czym d* wyznaczone jest przez E [min(d*, S)] = C.

Dowad. Liczac wariancje udzialtu wlasnego widzimy, ze dla dowolnego ryzyka X i dowolnego
udziatu wlasnego h(X) takiego, ze E [h(X)] = C i dla kazdego d > 0 zachodzi

Var [h(X)] = /O " (h(x) — C)2dFx ()
_ /Ooo(h(x) —d+d - C)2dFx(x)
— /Oo(h(x) —q? Q/OO(d — h(@))(d = C)dFx(z) + (d — C)?
0 0
_ /0 (h(z) — d)?dFx (z) — (d — C)?.
Wstawiajac w szczegdlnosci h(X) := min(d*, S), mamy

Var [min(S, d*)] = /0 (min(z, &) — d*)2dFs(z) — (C — d*)?

- /Od* (v — d*)*dFs(z) — (C — d*)%.

Dla h(z) < x < d* zachodzi (x — d*)? < (h(z) — d*)?, stad

d* d* 00
| @ d)ars@) < [ (hw) - d"dFs(a) < [ (hla) - d"VdFs(),

0 0 0

a wiec wykorzystujac ogdlny wzér na wariancje z d = d* i X = S widzimy, ze
Var [h(S)] < Var [min(S, d")],

dla kazdego h takiego, ze E [h(X)] = C, co kohczy dowdd. O
Niech X = h(X) + k(X) bedzie podzialem ryzyka X, takim, ze jak zwykle 0 < h(z) < z,
0 < k(x) < z oraz E[k(X)] = P < E[X] jest ustalone. Niech d* bedzie poziomem

odpowiedzialnos$ci w kontrakcie stop-loss takim, ze E [I;+(X)] = P. Zauwazmy, Ze jest ta
sama wartos¢ d*, ktéra wezesniej spelniata warunek E [min(X, d*)] = C,dlaC = E [X]—-P.
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Twierdzenie 3.4.5 Dla ustalonego kapitatu poczgtkowego w, wklestej funkcji uzytecznosci
u oraz 0 < P < E[X],

e B0 = 2 = )] =10l 2 (o) = 2= 2]

gdzie d* spelnia
/ (¢ — d*)dFyx (z) = P.

*

Dowdéd. Zauwazmy, ze dla dowolnej rézniczkowalnej funkeji wklestej i a < b mamy

u(b) —ufa) _

/ b <
u'(b) P

u'(a). (3.4.1)
Z (3.4.1) natychmiast otrzymujemy dla kazdego x
ww—z—P+k(x) —u(w—x—P+1Iz(2)) <u'(w—2—P+14(x)) (k(z)— Iz (1)).

* 1 z monotoniczno$ci v’ mamy

Korzystajac z faktu, ze Iy« (z) —x > —d
ww—1—P+k(x) —ulw—1—P+Ip(x)) <u/(w—P—d*)- (k(x) — Iz+(1)).
Poniewaz nieréwnosé ta jest prawdziwa dla kazdego z, wiec jest réwniez prawdziwa, gdy
wstawimy zamiast zmiennej x zmienng losowa X, a nastepnie po obu stronach nieréwnosci

nalozymy wartos¢ oczekiwana. W rezultacie otrzymujemy dla kazdego k(z) takiego, ze
Ek(X)] =E[l#(X)] =P

Euw—X—-P+k(X)) —ulw—-X—-P+I;(X))] <0,

co dowodzi tezy twierdzenia. O

3.5 Stochastyczne poréwnywanie ryzyk

Dwa ryzyka X,Y mozemy poréwnaé¢ poprzez odpowiadajace im wartoéci netto udziatu
wlasnego w kontraktach stop-loss. Wprowadza sie nastepujaca relacje

X <ie Y = E[min(X,d)] < E[min(Y,d)],vd € R

Proponowany sposéb poréwnywania ryzyk mozna opisaé nastepujaco
Twierdzenie 3.5.1 Nastepujgce warunki sqg réownowazne

(Z) X <iew Y,

(ii) dla wszystkich wklestych niemalejgcych funkcji g, E[g(X)] < Elg(Y)],
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(iii) [o"* O 1 — Fy(s)ds — [™2OD Fy(s)ds
< for O Y — By (s)ds — [0 Fy(s)ds, vt € R.

Dowdd. Z definicji X <z, Y, nieréwnosé E [g(X)] < E[g(Y)] zachodzi dla funkeji g(z) =
min(d, z), gdzie d € R, ktére oczywiscie sa niemalejace wkleste. Latwo zauwazy¢, ze do-
wolng funkcje niemalejaca wklesta mozemy punktowo w sposéb monotoniczny przyblizy¢
kombinacjami liniowymi funkcji postaci min(d, z). Stad po nalozeniu wartosci oczekiwa-
nych i przejéciu do granicy w aproksymacji dostajemy E [g(X)] < E [¢(Y)] dla dowolnych
wklestych niemalejacych funkcji g.

Ostatni warunek jest bezposrednig konsekwencja uzycia wzoru na wartos¢ oczekiwang
dowolnej zmiennej losowej Z

o0 0
E[Z] = / | — Fy(a)de — / Fy(x)de
0 —0o0
oraz postaci ogona dystrybuanty zmiennej min(¢, X),

1 — Fuine,x) (@) = (1 = Fx(2))(—oot) ()
]

Modyfikujac definicje sktadki wyznaczonej funkcja uzytecznosci definiujemy wartosé m, (w, X)
poprzez réwnosé

E[u(w+ X)) = w(w + E [X] — my(w, X)).

Jak wida¢ z warunku E [u(w — S)] = u(w — H) uzywanego do wyznaczenia sktadki H za
ryzyko S > 0, tutaj podejscie jest bardziej ogdlne, gdyz X jest dowolnym ryzykiem. Gdy
-5 =X <0, to mamy H = 7, (w, —5)+E[S]. Tak wprowadzona warto$¢ m,(w, X) moze
postuzy¢ do porzadkowania funkcji uzytecznosci.

Whprowadzamy nastepujaca relacje dla funkcji uzytecznosci u, v:

u=<v=my(w,X) < my(w, X), Yw, X.

Okazuje sie (Mueller, Stoyan (2002), Tw. 8.1.2.), ze tak zdefiniowana relacja moze byc
interpretowana jako porzadkowanie awersji do ryzyka zdefiniowanej dla kazdej dostatecznie
gladkiej (rézniczkowalnej dwa razy) funkcji uzytecznoscei u poprzez

u/l(x)
()

Twierdzenie 3.5.2 Dla dwukrotnie rézniczkowalnych funkcji uzytecznosci u,v nastepu-
jace warunki sq rownowazne

ru(z) == —

, ¢ €R.

(i) v<u

(ii) u(z) = g(v(x)) dla pewnej niemalejgcej wklestej funkeji g(-)
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(i1i) ry(z) < ry(z), x €R

Jedli oznaczymy klase wszystkich funkcji uzytecznosci o wiekszej awersji do ryzyka niz
ustalona funkcja v przez F, := {u : v < u}, to mozemy wprowadzi¢ nastepna relacje
porzadkujaca ryzyka X,Y:

X <5, Y =E[g(X)] <E[g(Y)] Vg € F,.

Okazuje sie, ze

X <7, Y © Emin(v(X),t)] < E[min(v(Y),t)] Vt € R.

Jesli v jest niemalejaca i wypukla, to X <z Y pociaga E[X] < E[Y]. Jedli v(z) = z, to
relacja X <z, Y redukuje sie do X <z, Y.

Latwo sprawdzié, ze stala awersje do ryzyka maja nastepujace funkcje uzytecznosci: u(x) =
exp(azx), a >0, u(r) = —exp(—azx), u(zr) = z.

Whprowadzone stochastyczne metody porzadkowania ryzyk sa ogdlniejszym spojrzeniem

na klasyczny sposob porzadkowania ryzyk poprzez reguty decyzyjne. Klasyczna reguta
decyzyjna Markowitza jest okreslona przez poréwnywanie wartosci

UX):=E[X]—-aVar[X], a>0.

Jedli ryzyka X, Y maja rozklady normalne, to X <;., Y wtedy i tylko wtedy, gdy E [X] <
E[Y]1i Var [X] > Var[Y], z czego wynika, ze zgodnie z reguta Markowitza U(X) < U(Y)
wtedy i tylko wtedy, gdy X <, Y, dla ryzyk o rozkladzie normalnym. Powstaje naturalne
pytanie o inne rozktady i ich zgodno$¢ z regutami podobnymi do reguty Markowitza.
Zachodzi nastepujaca zgodnosé, ktora nie wymaga zalozen o typie rozktadu, ale dotyczy
reguly mierzacej rozrzut inaczej niz w regule Markowitza:

Twierdzenie 3.5.3 Jesli
U(X) := E[X] — adM(X),

gdzie o € (0,1), 6M(X) = E[|X — E[X]|] /2, to

X <iw Y = Ul(X) < Ul(Y)

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a, mozemy dokonaé roz-
kladu na dwie czesci @ = a4 — a_, gdzie ay = max(0,a), a— = —min(0,a). Wtedy
la| = ay + a—. Stad, jedli E[X] = 0, to E[X}] = E[X_] oraz E[(X —E[X])4] =
E[(X —E[X])-], co daje

E[[X -E[X]|]=2E[(X - E[X])-].
Wystarczy wiec pokazaé, ze

EX]-E[(X -EX]) J<E[]-E[Y -E[Y])-].
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Nieréwnosé ta wynika z nastepujacych nieréwnosci

E[Y -E[Y])-]-E[(X - E[X])-]

Pierwsza z nich zachodzi poniewaz z warunku X <;., Y wynika, ze
—E[(X —t)-] < -E[(Y —t)_],Vt € R,

poniewaz funkcja okre$lona przez  — —(z — t)_ jest niemalejaca i wklesta. Wstawiajac
t := E[Y] i monozac obustronnie przez —1 otrzymujemy pierwsza nieréwnosé. Druga
nieréwnos¢ wynika z nastepujacej relacji

E[(X — (t+A)_]—E[(X —t)_] <A, VA >0,

gdy wstawimy ¢ := E[X], A := E[Y] — E [X]. Ostatnia relacja jest oczywista w Swietle
tozsamosci

E[(X — (t+A))_] = —E[min(X — ¢t — A, 0)]
B[(X —t)_] = —E [min(X —¢t,0)].

0

Oprocz prostej zawartosci portfela S, = X; + --- + X, interesujace sa kombinacje li-
niowe portfela S,(a) = a1 X1 + - - - + a, X,,, dla wekotora a = (aq,...,a,) o nieujemnych
wspoélrzednych. Klasycznym zagadnieniem jest wycena wartosci S, (a) oraz wyznaczenie
optymalnego wyboru a o ustalonej sumie wspélrzednych > ; a; = m > 0. Wyznaczenie

{33Zi€?§i:m} Efu(Sn(a))],

mozna zinterpretowaé jako zagadnienie optymalnej alokacji érodkéw wielkosci m wzgledem
funkcji uzytecznodci u. Jesli u jest wklesta, to zagadnienie to sprowadza sie do poszukiwania
maksimum wzgledem porzadku <;., w klasie zmiennych losowych {S,(a) : >/ a; = m}.
Okazuje sie, ze jesli rozklad laczny portfela (X1, ..., X)) jest niezmienniczy na permutacje,
to optymalna alokacja jest rozklad réwnomierny (zob. Tw. 8.2.3, Mueller, Stoyan (2002)).

Twierdzenie 3.5.4 Jesli (Xr1), ..., Xrn)) ma taki sam rozklad taczny jak (X1, ..., Xn),
dla dowolnej permutacji w(n) indekséw portfela, to dla u wklestej

max E[u(S,
@yt BluS@)

jest osiagniete w punkcie a* = (m/n,...,m/n).

Szczegblnym przypadkiem portfela spelniajacego warunek permutowalnodci jest portfel
prosty niezaleznych ryzyk o jednakowym rozktadzie.
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Dwa ryzyka X,Y mozemy poréwnaé réwniez poprzez odpowiadajace im wartodci netto
wielkosSci przekazywanej do reasekuracji w kontraktach stop-loss. Wprowadza sie¢ nastepu-
jaca dualng relacje

X <iwY ZE[(X —d)4] <E[(Y —=d)4], VdeR

Latwo z definicji widaé, ze X <;q, Y wtedy i tylko wtedy, gdy —Y <, —X, stad wlasnosci
tych relacji mozna wzajemnie ttumaczy¢ z jednej na druga.

Natychmiast otrzymujemy analogiczne charakteryzacje.
Twierdzenie 3.5.5 Nastepujgce warunki sq¢ réownowazne

(@) X <icx }/a
(ii) dla wszystkich wypuklych niemalejgcych funkcji g, E[g(X)] < E[g(Y)],

(iii) [[°1— Fx(s)ds < [°1— Fy(s)ds, Vt € R.
Nastepujace przyklady sa wziete z ksiazki Muellera i Stoyana (2002).

Przyktad 3.5.6 Dla zmiennych X,Y o rozkladach Gamma(ay, 1), Gamma(ag, 32) od-
powiednio, X <je, Y jesli a1 > a1 a1 /01 < e/ fa.

Dla zmiennych X, Y o rozktadach Weibulla Wei(ry, ¢1), Wei(ra, c2) (rozktady zadane przez
ogon dystrybuanty 1 — F(z) = exp(—cz"), dla r,c > 0), X <jcp Y jeSli T > ra 1 p1(X) <
().

Dla zmiennych X, Y o rozktadach log-normalnych LN (1, 01), LN (p2,02), X < Y jesli
o1 <oz im(X) < pm(Y).

O

Przyktad 3.5.7 W klasie wszystkich zmiennych losowych, ktére maja ustalona wartosé
Srednia, powiedzmy p, najmniejsza zmienna wzgledem relacji <j., jest zmienna X = p.
Nie istnieje element maksymalny w tej klasie. Jesli jednak zawezymy klase zmiennych o
ustalonej wartosci sredniej v przez dodatkowe wymaganie, aby wartoéci zmiennych lezaly
w skonczonym przedziale [a, b], to rozkladem maksymalnym wzgledem <;., w takiej klasie
jest rozklad o dystrybuancie

b—pu w—a

a I[a,oo) ($) + 71[5700) (:E)

Fmaal®) =4 =4 b=
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Przyktad 3.5.8 W klasie wszystkich zmiennych losowych, ktére maja ustalona wartosé
érednig, powiedzmy p oraz ustalona wariancje o2 nie istnieje element maksymalny wzgle-
dem <j... Istnieje jednak dystrybuanta, ktéra jest ograniczeniem gérnym dla tej klasy,
najmniejszym z mozliwych (tzn. jest ona kresem gérnym tej klasy, lecz do niej nie nalezy).
Jest to dystrybuanta

Faup(z) = Fo(%% Fo(z) =1/2+ W

0

Skutecznym kryterium do otrzymywania relacji <;., jest tak zwane kryterium Karlina-
Novikowa .

Twierdzenie 3.5.9 Jesli E [ X| < E[Y] oraz istnieje x¢ takie, ze

Fy ()
Fy (z)

Fx(z), Vo < xo
Fx(z), Yz > o,

VAN

to X <iez Y.

Dowdd. Korzystajc z faktu, ze
00 0
E [X] :/ 1 —FX(u)du—/ Fx (u)du,
0 —0o0
otrzymujemy
E[Y] - E[X] = / Fx(u) — Fy (u)du. (3.5.1)

Wystarczy pokazaé, korzystajac z twierdzenia 3.5.5, (iii), ze

/ Fx(u) — Fy(u)du > 0, ¥z € R,

Gdy = > zp wynika to zalozenia pierwszego. Gdy x < ¢, zauwazmy, korzystajac z (3.5.1),
ze

/OOFX(u)—Fy(u)du:E[Y]—E[X]+/j Fy (u) — Fx (u)du > 0,

gdzie nieréwnos¢ wynika z zatozenia o uporzadkowaniu wartosci oczekiwanych oraz z wa-
runku drugiego na lidcie zalozen.
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O

Kolejng relacje stochastycznego uporzadkowania miedzy ryzykami, z ktorej relacje <ijco
oraz <;e, wynikaja, jest

X <a Y =E[g(X)]<E[g(Y)],

dla wszystkich niemalejacych funkcji g, dla ktorych wartosci oczekiwane istnieja.

Wstawiajac indykatory pélprostych w miejsce g natychmiast widzimy, ze X <4 Y im-
plikuje, ze Fx > Fy. Implikacja w druga strone jest réwniez prawdziwa, co widaé przy
uzyciu odpowiedniej aproksymacji funkcjami prostymi (tzn. kombinacjami liniowymi in-
dykator6w). Ta metoda poréwnywania zwykle stosowana jest do zawartosci portfela .S,,.
Zamiast poréwnywania dystrybuant, mozna poréwnywaé odpowiednie funkcje kwantylowe,
ktore w tym kontekscie oznaczamy symbolem

VaR(Sn,p) := Fg(p) = inf{t : Fs,(t) > p}, p € (0,1).

Symbol VaR pochodzi od okreslenia tej wielkosci w jezyku angielskim - Value at Risk.
Mamy wiec réwnowaznosé

VaR(Sy,p) < VaR(S,,p) Vp € (0,1) & S, <s S,

Poréwnywanie wartosci VaR réznych ryzyk zwykle jest interesujace dla wartosci parame-
tru p bliskiej 1, a do tego celu nie musi zachodzi¢ tak mocna relacja miedzy ryzykami
jak <g. Zauwazmy, ze kryterium Karlina-Novikowa implikuje nieréwnosé¢ dla VaR dla
dostatecznie duzych p (bliskich 1).

Stochastyczny wzrost wielkosci portfela moze nastapié¢ oczywiscie wtedy, gdy zmienia sie
parametry rozkladéw skladowych w portfelu (zwiekszajac np. rozklad wzgledem relacji
<jcx lub nawet <4 i prowadzac do zwigkszenia VaR). Warta podkreslenia jest obserwacja,
ze wzrost zawartosci portfela mierzony relacja <;., moze nastapi¢ w wyniku zmiany typu
zaleznosci sktadowych portfela przy ustalonych indywidulanych rozktadach sktadowych.
Jest to do$¢ ogdlna prawidlowosé zwiazana z konkretnymi typami zaleznosci stochastycz-
nej, ktéra najpierw zilustrujemy prostym przyktadem.

Przyklad 3.5.10 Portfel ubezpieczeniowy pewnej firmy sklada sie z n = 10% kontraktéw
ubezpieczajacych dom na nastepny rok. Przyjmuje sie, ze szansa zniszczenia domu wynosi
1074, Przyjmujemy P(X; = 1) = 107* = 1 — P(X; = 0). Wtedy E[S,] = 100. Niech
d = 150 i zal6zmy najpierw, ze X1, ..., X, sa niezalezne. Wtedy Var [S,] = 100(1-107%) ~
100. Z CTG mozna uzyé aproksymacji S, ~ N (100,02 = 100). Wartoéé netto nadwyzki
nad d wynosi

o0

E[(Sh —d)+] = /150 1 — @y (100,100) (w)du = 3-107° ~ 0.

Co oznacza, ze sktadka za reasekuracje powinna by¢ bardzo mala. Zalozenie o niezaleznosci
ryzyk przy ubezpieczaniu domoéw jest jednak bardzo mato realistyczne. Szczegdlnie w rejo-
nie huraganéw, gdzie wiele doméw jednoczesnie jest niszczonych (zdarzenia te powodowane
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sa jedna przyczyna). Mozna wiec zalozyé¢, ze istnieje jedna losowa przyczyna, ktéra be-
dziemy modelowaé zakladajac istnienie zmiennej losowej © indykujacej zajScie huraganu.
Niech P(© =1) =1/100 = 1 — P(© = 0). Zalézmy teraz, ze zmienne X/,i = 1,...,n nie
sa niezalezne, lecz, ze sa niezalezne warunkowo, tzn.

P(X| =z1,..., X, =2,]0 =0) = P(X| =21|© =0)--- P(X, = 2,|0© = 0).
Przyjmijmy, ze dlat=1,...,n

P(X] =10 =1)=10"P(X} = 1|© = 0) = 1/11000.

Wtedy P(X!=1) = 10"*, czyli rozktady pojedynczych ryzyk sa takie same jak poprzed-
nio, przy zalozeniu niezaleznosci. Latwo znajdujemy, ze dla i # j

Corr(X!, X}) = B[(X] — B[X[))(X] - E[X])] Joxsox, = 1074,

czyli sadzac jedynie po wartoéci korelacji mozna by przypuszczaé, ze nowe zmienne nie
sa mocno zalezne. Warunkujac wzgledem O i pod warunkiem ustalonej wartosci stosujac
przyblizenie CTG, mamy

S! ~ 0.01N(1000,1000) + 0.99N(1000/11,1000/11).
Liczac dla tej mieszanki wartos$¢ netto nadwyzki nad d = 150, otrzymujemy
E[(S], — d)+] ~ 8.5.

Widaé wigc wyrazny wzrost wartosci netto w kontrakcie stop-loss, w wyniku wprowadzenia
zaleznosci miedzy ryzykami. Powtarzajac rachunki dla innych wartosci d widzimy, ze taki
wzrost nastepuje dla kazdego d, a stad S], w przypadku zaleznosci jest wieksze w relacji
<ex 0d wartodci portfela S,, w przypadku niezaleznoSci.

0

Istnieje wiele mozliwosci zdefiniowania zalezno$ci miedzy zmiennymi losowymi. Przypo-
mnijmy kilka z nich.

(A). Méwimy, ze rozklad wektora (Xi,...,X,) jest MTP» jesli istnieje gestosé tego roz-
kladu fx = f(x,,.. x,) spelniajaca

fx(min(x, y)) fx (max(x,y)) > fx(*)fx(y),

dla kazdego x,y € R".

(B). Méwimy, ze rozkltad wektora (Xi,...,X,) jest CIS jedli dla kazdego i = 2,...,n,
funkcja argumentow 1, ..., x;_1 zdefiniowana przez

E[g(X)| X1 =21,...,Xim1 = @]
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jest niemalejaca dla kazdej niemalejacej funkcji g.

(C). Méwimy, ze rozklad wektora (X7, ..., X,,) jest stowarzyszony (lub wektor jest stowa-
rzyszony) jesli

Cov(g(X),h(X)) >0

dla wszystkich funkcji g, h : R™ — R niemalejacych po wspotrzednych.
(D). Mé6wimy, ze rozktad wektora (Xi,...,X,) jest WAS jesli dla kazdego i = 2,...,n

COU(I(t7OO)(Xi),g(XZ'+1, - ,Xn)) >0VteR

(E). Méwimy, ze rozklad wektora (Xi,...,X,) jest PSMD jesli

E[g(X")] < E[g(X)]

dla wszystkich supermodularnych funkcji g : R® — R, tzn. funkcji dla ktérych %agzj >
0, Vi < 7, gdzie X* jest wektorem o wspolrzednych niezaleznych, takim, ze X; ma iden-
tyczny rozktad z rozkltadem X;.

Powyzsza relacja jest szczegdlnym przypadkiem tak zwanego porzadku supermodularnego
X* <gm X, ktéry odzwierciedla porzadkowanie parametrow zaleznosci miedzy wspolrzed-
nymi wektoréw posiadajacych wspotrzedne o tych samych rozktadach.

Powyzsze definicje typdéw zaleznodci sg ustawione od najmocniejszej do najstabszej w tym
sensie, ze jesli wektor X spelnia (A), to spelnia (B) itd. tzn. symbolicznie (A)=(B)=-(C)=(D)=(

Kazdy z tych typoéw zaleznosci sktadowych portfela implikuje, ze zawartos¢ portfela z
zaleznodciami jest wigksza w sensie relacji <;., od zawartoéci w portfelu o sktadowych
niezaleznych.

Twierdzenie 3.5.11 Jesli X spelnia (E), to S} <icx Sn.
Ryzyka w portfelu (X1, ..., X,) wzajemnie si¢ wylaczaja, gdy
P(X;>0,X;>0)=0, Vi< j.

Ryzyka wzajemnie wylaczajace sie generuja najmniejsza w pewnym sensie zawarto$¢ port-
fela (zob. Mueller, Stoyan [17], §8.3).

Twierdzenie 3.5.12 Jesli (X1,...,X,) wzajemnie sie wylgczaja, to ich suma jest ogra-
niczeniem dolnym w relacji <;cp w klasie wszystkich portfeli o tych samych rozkiadach
pojedynczych ryzyk, tzn.

X1+ + Xy <icx}/1+"‘+yn,

dla dowolnego wektora (Y1,...,Y,), dla ktorego Fx, = Fy,, i =1,...,n.
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3.6 Miary ryzyka

Ogdlna idea miary ryzyka opiera si¢ o zalozenie, ze miarg ryzyka powinna byé¢ funkcja,
powiedzmy p, ktéra kazdemu ryzyku X przyporzadkowuje wartosé o(X) € (0, o0], ktéra
odpowiada wartosci kwoty, ktora trzeba doda¢ do X, aby ryzyko X + o(X) bylo akcepto-
walne. Poniewaz akceptowalnosé mozna okresli¢ na rézne sposoby istnieje wiele mozliwosci
precyzyjnego okreslenia takiej miary, ktora w pewnym sensie zabezpiecza ryzyko. Czesto
wymagania dotyczace zabezpieczania wynikaja z konkretnych regulacji prawnych, takich
jak na przyktad zawartych w uktadzie Solvency II, wspomnianym we wstepie skryptu.
Na pojecie zabezpieczania mozna spojrzeé¢ w nastepujacy sposob. Ryzyko X jest zabezpie-
czone przez o(X), gdy zdarzenie {X > o(X)} zachodzi z ustalonym, malym, prawdopodo-
bienstwem. Inng miara zabezpieczenia moze by¢ wartosé E [(X — o(X))4], ktéra powinna
byé¢ dostatecznie mata.

Istnieje caly szereg porzadanych wtasnosci, ktére powinna miara ryzyka posiadac.

L. (no-ripoff) o(X) < max,eco(X(w)),

2. (non-negative loading) o(X) > E[X],

3. tranzytywnos$¢ o(X +c¢) = o(X) + ¢,Vc € R,
4. (neutral position) o(X — o(X)) =0,

5. brak narzutu o(c) = ¢ ,Vc € R,

6. podaddytywnosé o(X +Y) < o(X) + o(Y),
7. jednorodno$é o(cX) = co(X), Ve € R,

8. monotonicznoé¢ P(X <Y) =1 = o(X) < o(Y).

Ryzyko X moze by¢ mierzone nie tylko w oparciu o jedna, wyjsciowa miare prawdopodo-
bienstwa, na danej przestrzeni préobkowej. Mozna przyjac,

o(X) = sup{/R xdF(x),F € Px},

gdzie klasa rozkladéw Py jest w pewnej relacji do rozktadu wyjsciowego F'x zmiennej X,
na przyklad bedac klasa rozkladéw spelniajacych pewne ograniczenia. Klase Py mozna
interpretowaé jako klase opisujaca rézne secenariusze realizujace ryzyko, a miara ryzyka
jest wtedy wyborem wartosci oczekiwanej najgorszego scenariusza.

Dla ryzyka X o dystrybuancie Fx czesto uzywana miara ryzyka jest wspomniana juz
miara

o(X) = VaR[X,p| := Fx'(p),
dla p € (0,1).

Uzywanie tej miary motywowane jest czeSciowo przez nastepujaca wtasnosé
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Lemat 3.6.1 Dla kazdego X i€ > 0 oraz dla kazdej funkcji o(X)
E[(X —VaR[X,1—¢€])+ +VaR[X,1 —¢€le] <E[(X — o(X))+ + 0o(X)€]

Dowdd. Niech g(d) := E [(X — d)+]+de, bedzie funkcja zmiennej d na R. Wtedy, poniewaz
g(d) = []°1 — Fx(u)du + de, istnieje ¢’(d) = —(1 — Fx(d)) + €. Przyréwnujac pochodng
do zera i zauwazajac, ze funkcja osigga minimum otrzymujemy, ze punktem minimum jest
d* taki, ze Fx(d*) =1 — €, co oznacza, ze d* = VaR[X,1 — €. O

Wielkosé E [(X — o(X))+ + o(X)e] reprezentuje srednia nadwyzke nad wielko$é zabezpie-
czenia (wielko$¢ rezerwy) plus koszt utrzymania rezerwy o(X). Jak wida¢ wielkos¢ ta jest
najmniejsza jesli rezerwa jest wyliczona na podstawie VaR, ktora jako miara ryzyka ma
wiekszos$¢é pozadanych wilasnosci, ale niestety nie wszystkie.

VaR posiada wtasnosé no-ripoff, bo

VaR[X,p] = Fx'(p) < Fx' (1) = max(X (w)).

Dla p > Fx(E[X]) zachodzi VaR[X,p] > E[X], czyli wlasno$¢ non-negative loading

zachodzi dla dostatecznie duzych p.

Tranzytywnosé VaR[X + ¢,p| = VaR[X, p] + ¢ jest oczywista. Zachodzi jednorodnosé
VaR[cX,p| = cVaR[X, p|.

Rzeczywiscie VaR[cX, p] = F.¢ (p) = inf{¢ : Fx(Y) > py=inf{t: L > F¢'(p)} = cinf{t:

t> Fy'(p)} = cinf{t : Fx(t) > p} = cFx'(p) = cVaR[X,p).

Zachodzi tez wlasnos$é braku narzutu VaR|c, p] = ¢. Nie zachodzi jednak wlasnosé podad-
dytywnosci.

Inne czesciej uzywane miary ryzyka:

(Tail Value at Risk)

1 1
TVaR[X,p] := —— [ VaR[X, u|du,
L=pJp

(Conditional Tail Expectation)
CTE[X,p| :=E[X|X > Var[X,p]],
(Conditional Value at Risk)
CVaR[X,p] := CTE[X,p| — VaR[X,p] = E[X — VaR[X,p||X > VaR[X,p]],
(Expected Shortfall)

ES[X, p] = E[(X - VaR[X, p])]

Zachodza nastepujace zwiazki miedzy wprowadzonymi miarami ryzyka.
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Twierdzenie 3.6.2 Dla p € (0,1)

TVaR[X,p] = VaR[X,p] + Ef[_X];pL
ES|X,p
CTE[X,p| = VaR[X,p| + 1— FX({EaR[k pl)
ES[X,p]

CVaRIX. Pl = T VaRIX )

Dowdd. Liczac odpowiednie pola pod krzywa ogona rozktadu X mamy

ES[X,p] = / (Fg(u) — VaR[X, pl)du = (1 - p)TVaR[X,p] - (1 - p)VaR[X, 7],

co daje pierwsza zaleznos¢. Poniewaz resztowy rozktad ma ogon dany przez

1 — Fx(u+d)

PX > u+dX > d) = =520
—I'x

wiec wstawiajac d := VaR[X,p] i calkujac otrzymujemy

CVaR[X,p] =E[X — VaR[X,p]|X > VaR[X,p]]
_ Jo°1— Fx(u+ VaR[X,p])du
1—Fx(VaR[X,p])
_ ES[X, p|
" 1- Fx(VaR[X,p))’

co daje ostatnia rowno$é¢. Kombinujac dwie uzyskane rownosci otrzymujemy trzecig. [

Zauwazmy, ze gdy Fx jest dystrybuanta ciagta, to
TVaR[X,p] = CTE[X,p].

Warto zauwazy¢, ze TV aR ma porzadane wlasnosci:

TV aR ma wlasno$é¢ no-ripoff, gdyz

1 1
TVaR[X,p] < 1—]9/,9 gl&)zc(X(w))du = IS?&((X((A)))

Oczywiscie
TVaR]c,p| = c.

Poniewaz

1
TVaR[X,0] = /O Fyl(u)du = B [X],
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wystarczy pokazaé, ze funkcja p — TV aR[X,p| jest niemalejaca, aby zobaczy¢, ze

TVaR[X,p] > E[X].

Monotoniczno$é funkeji TVaR|[X,p| zmiennej p € (0,1) sprawdzamy rézniczkujac ja i
korzystajac z faktu, ze TVaR[X,p| > VaR[X, p].

Oczywiscie
TVaR[X +c,p] =TVaR[X,p] + c.

Zachodzi rowniez podaddytywnos$é

TVaR[X +Y,p] < TVaR[X,p| + TVaR[Y,p].

Zwiazek miedzy ocena ryzyka X poprzez funkcje uzytecznosci uw oraz miara VaR[X, p)
dany jest poprzez

1
Eu(X)] = [ u(VaRIX.pl)dp.

bo zmienna losowa VaR[X,U] = Fx'(U) = X uzyskana przez podstawienie zmiennej
losowej U o rozkladzie jednostajnym na (0, 1) w miejsce argumentu p jest zmienna o tym

samym rozkladzie co zmienna X, stad E [u(X)] =E {u(f( )} i zachodzi powyzsza réwnosc.
Istnieje tez mozliwo$é oceny ryzyka przez tak zwang funkcje znieksztalcajgcq g : [0,1] —
[0,1] o wlasnosciach ¢g(0) = 0, g(1) = 1 i g jest niemalejaca. Uzywa sie jej do obliczenia
znieksztalconej (distorted) wartosdci oczekiwanej

H,[X] = /0°° g(1 — Fx(a))dz — /O 1— g(1 — Fx(z))da.

— 00

Gdy g(z) =z, to Hy[X] = E[X].
Jesli X >0, to
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Jedli g(x) = 1—(1—2)*, to Hy[X] = E [max{X7, ..., X;}] dla niezaleznych X} o rozkladzie
Fx.

Jesli g(z) = min{z/(1 — p), 1}, to Hy[X] =TVaR[X,p].

Wartoé¢ Hy[X] dla X > 0 nazywana jest miara ryzyka Wanga (the Wang risk measure).

Przyktad 3.6.3 Jesli X ~ N(u,0?), to
VaR[X,p] = i+ 02 ! (p),

TVaR[X,p] = p+ GW-
Dla X ~ LN(u,0?)
VaR[X,p] = exp(u + 0@~ (p)),

TVaR[X,p] = exp(u+0*/2)———— 5

3.7 Modelowanie zaleznosci przez funkcje
copula

Rozpoczniemy od klasycznych rozktadéw dwuwymiarowych.

Przyktad 3.7.1 (Rozklad Marshalla-Olkina)
Niech X ~ Exp(Ax), Y ~ Ezp(\y), Z ~ Exzp(Az) beda niezaleznymi zmiennymi lo-
sowymi. Niech X7 = min(X,Z), Y1 = min(Y, Z). Wtedy X; i Y7 nie sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi. Laczny rozklad (Xi,Y7) nazywamy rozkladem Marshalla-Olkina.
Natychmiast widaé, ze X ~ Exp(Ax + Az) oraz Y1 ~ Ezp(Ay + Az).
P(X; > 2,1 >y) = P(min(X, Z) > z,min(Y, Z) > y)
=P(X >z,Y >y, Z > max(z,y))
= exp(—Ax ) exp(—Ayy) exp(—Az max(z,y))
= exp(—Axx) exp(—Ayy) min(exp(—Azz, exp(—Azy)).
Stad
Fx,vy(zy) =1-PX1>2)-P(Y1>y)+ P(X1 >2,Y1 >y) =
=1 —exp(—(Ax + Az)z) — exp(—(Ay + Az)y)
+ exp(—Ax @) exp(—Ayy) min(exp(—Azz), exp(—Azy)).
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]

Przyktad 3.7.2 (Rozklad Pareto)

Losujemy parametr 6 zgodnie z rozkladem Gamma(a, \). Nastepnie losujemy niezaleznie
zmienne X,Y o rozkladzie wykladniczym Exp(6). Mamy wiec

P(X >2z,Y > y|© = 0) = exp(—0x) exp(—6y).
Liczac rozktad bezwarunkowy otrzymujemy
P(X >zY >y) = / exp(—0z) exp(—0y) exp(—A0)0* I \* /T (a)df =
0
=(z/A+y/A+1)"“

Stad
Fixyy(@,y)=1-0+z/A)" =1 +y/N)"*+(@/A+y/A+1)"%

O

Dystrybuanty wielowymiarowe o brzegowych rozkladach jednostajnych na (0,1) nazy-
wamy funkcjami copula. Przypomnijmy, ze C(z,y) jest dystrybuanta dwuwymiarowa jesli

e O :R? —[0,1], jest niemalejaca po wspétrzednych,

e C(—00,—00) =0, C(00,00) =1 (przy iterowanym przejsciu do granicy w dowolnej
kolejnosci)

e (' jest supermodularna, tzn.
C(min(x,y)) + C(max(x,y)) > C(x) + C(y),

dla dowolnych x,y € R? (minimum i maksimum brane sa po wspétrzednych).

W przypadku funkcji copula zaktadamy, ze C(z,00) = z, = € (0,1) i C(c0,y) =y, y €
(0,1), tzn. dystrybuanty brzegowe sa jednostajne na (0,1).

Twierdzenie 3.7.3 (Sklar)

Jesli Fixy) jest dystrybuantq zmiennych losowych (X,Y) o dystrybuantach brzegowych
Fx i Fy cigglych, to istnieje wyznaczona jednoznacznie funkcja copula Cx yy taka, Ze

Fixy)(@,y) = Cxy)(Fx(x), Fy (y)).
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Dowdd. Przyjmijmy

Cixyy(z,y) == P(Fx(X) <z, Fy(Y) <y).

Wtedy Cix yy(z,y) = Fixy) (F~Y(z), F~(y)) i przez odpowiednie podstawienie otrzymu-
jemy teze. O

Przyjmuje sie, ze funkcja C' jest odzwierciedleniem sposobu w jaki wspotrzedne X i Y
wektora losowego (X,Y") sa stochastycznie zalezne. Warto podkreslié, ze zalezno$é opisy-
wana przez C(y y) nie musi odpowiada¢ intuicjom zwigzanym z wielkoscig wspolezynnika
korelacji.

Nastepujace funkcje copula zashuguja na szczegdlnag uwage:

o C (ZL‘, y) = min(la l’) min(la y)I(O,oo)X(O,oo) (1‘, y)v
rozklad jednostajny na (0,1) x (0,1), ktéry odpowiada niezaleznym X i Y,

o« C* (l‘, y) = min(min(lv .’E), min(la y))I(Dpo)X(O,oo) (.’B, y),
rozklad jednostajny na przekatnej (0,1) x (0, 1), ktéry odpowiada maksymalnie do-
datnio zaleznym zmiennym X i Y,

o O ($, y) = HlaX(O, min(la :U) + min(la y) - 1)I(O,oo)x((),oo) (l‘, y)7

rozklad jednostajny na przeciwprzekatnej (0, 1) x (0, 1), ktéry odpowiada maksymal-
nie ujemnie zaleznym zmiennym X i Y.

Znaczenie CT oraz C'~ wynika z faktu, iz sg one ograniczeniami dla dowolnych funkcji
copula.

Twierdzenie 3.7.4 (Frechet)

Dla dowolnej funkcji copula C' zachodzg nierdwnosci

C™ (z,y) < C(z,y) < CT(z,y), Yo,y € R.

Przyktad 3.7.5 Funkcja Calytona.

CC’lay(a)(m’y) _ (x—oz + y—a _ 1)—1/0’ a>0, x,y € (07 1)

Funkcja Franka.

a #0.



96 ROZDZIAL 3. SKLADKI

1.04

1751

0.57

1.257

0.0-
0.0

Rysunek 3.7.1: Wykresy C*, Ct, C~.
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Funkcja Archimedesa.

CA x,y) = 671 (8(2) + S (o) +om <o) (@), ¢:[0,1] = Ry, 6(1) =0,
gdzie ¢ jest funkcjg $cisle malejaca i Scidle wypukla.
Gdy¢@)==@_a—1Whgm)CAw)::CcmﬂafmydhnkQQCkWUHm“Gdy¢@):-—hﬁ%gg%g%?ﬁ
to CA®) = CF () jest funkcja Franka. Gdy ¢(t) = —In(t), to CA®) = C*,

O

Przyktad 3.7.6 Rozwazmy dwa ryzyka o rozkladach logarytmicznie normalnych X ~
LN(0,0%),Y ~ LN(0,1). Stosujac funkcje C* mozemy zdefiniowaé taczny rozktad przez

Fix+yh(z,y) = CT(Fx(z), Fy(y)),

ktéry odpowiada zmiennym X i Y wspdlmonotonicznym (comonotone). Podobnie de-
finiujemy rozktad

Fix-y-y(z,y) = C (Fx(z), Fy (y)),

ktory odpowiada X ~, Y~ przeciwmonotonicznym (countermonotone). Wspdlczynnniki
korelacji dla tych dystrybuant dane sa odpowiednio przez

Corr(XT,Y*) = \/( 61); 12 1)7
e—1)(e?” —
e 7 —1

Corr(X,Y7) =

Je—1)e —1)
Wykresy funkcji korelacji w zaleznosci od ¢ sa na rysunku 3.7.2. Jak wida¢ w obu przy-

padkach, przy wartoéci o dostatecznie duzej korelacja jest bliska zeru, mimo, ze zmienne
sg strukturalnie maksymalnie zalezne.

Naturalna relacja miedzy parami ryzyk o jednakowych rozktadach brzegowych, Fx = Fx,
Fy = Fy, jest (concordance)

(X,Y) <ee (X,Y) & Fixy(z,y) < Fix y(z,y) Vo,y € R.

Poniewaz rozktady brzegowe sa réwne, wiec relacja ta jest réwnowazna do poréwnywania
odpowiednich funkcji copula:

(X,Y) <ce (X/,Y/) = C(X’y) < C(Xfyyl),
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087
08
044

024

Rysunek 3.7.2: Wykresy funkcji korelacji w rozkladach wspétmonotonicznym i przeciwmonotonicznym o brze-
gowych log-normalnych LN(0,1) i LN(0,02).
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a stad mamy dla dowolnych zmiennych losowych (X,Y)
Fix-y-) S Foxyy < Fixeey).

Ze wzoréw
Fix+y+(z,y) =min(Fx(2), Fy(y)),

Fix-y-)(z,y) = max(0, Fx(z) + Fy (y) — 1),

liczac dystrybuanty z definicji, widzimy, ze zmienne (X, Y ™) mozemy zadaé przez

(X+,Y") = (Fx'(U), Fy ' (U)),
(X~,Y7) = (Fx'(U), Fy (1= U)),

dla danej zmiennej U o rozkladzie jednostajnym na (0, 1).

Relacje <., mozna opisaé¢ przy pomocy wartosci oczekiwanych

(X,Y) <ee (XY) & E[f(X)g(Y)] <E[f(X")g(Y")],
dla wszystkich f, g wspétlmonotonicznych, tzn. dla f, g niemalejacych, lub dla f, g niero-
snacych.

Rzeczywiscie, gdy f(z) = [(—0,0)(7), 9(¥) = L(—p)(y), a,b € R, otrzymujemy nieréwnosé
dla dystrybuant. Kazdg niemalejacg funkcje f mozna aproksymowaé¢ monotonicznie przez
kombinacje liniowe funkcji indykatorowych, stad nieréwnoéc¢ jest prawdziwa dla dowolnych

I 9

Mamy wiec w szczegdlnosci
(X,Y) <ee (X,Y') = Corr(X,Y) < Corr(X',Y'),

a stad

Corr(X~—,Y ™) < Corr(X,Y) < Corr(XT,YT).

Przyktad 3.7.7 Rozwazmy znowu dwa dowolne ryzyka o rozktadach logarytmicznie nor-
malnych X ~ LN(0,02%), Y ~ LN(0,1) o ktérych nie mamy informacji o lacznej dys-
trybuancie. Stosujac wzory z poprzedniego przykiadu i powyzsza nieréwnosé dla korelacji
otrzymujemy na przyklad dla o = 4,

—0.00025 < Corr(X,Y) < 0.01372.

Oznacza to, ze takie ryzyka (X,Y’), niezaleznie od sposobu zaleznosci miedzy nimi beda
skorelowane na poziomie bliskim zero. Widaé, ze w tym przypadku korelacja nie jest
dobra miarg zaleznoSci.
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Rozdziat 4

Prawdopodobienstwo ruiny: czas
dyskretny

Rozwazmy nastepujacy proces:

R,=u+cecn—-S,, n=0,1,..., (4.0.1)

gdzie u > 0 jest kapitalem poczatkowym towarzystwa ubezpieczeniowego, c¢ - sktadka
otrzymana w ciagu jednego okresu, a S, = W1 + --- + W, - sumg szkéd wyptaconych do
chwili n. Zmienne losowe (W;);>1 sa wyplatami w i-tym okresie. Proces (R, ),>1 nazywamy
procesem nadwyzki ubezpieczyciela lub procesem ryzyka.

Interesowac¢ nas bedzie zmienna losowa 1" postaci
T = min{n : R, < 0},
(zmienna ta nazywana jest momentem technicznej ruiny), jak réwniez
$(u) = P(T < o0),

czyli prawdopodobienstwo ruiny, jezeli kapital poczatkowy wynosit u.

4.1 Proces ryzyka jako btadzenie losowe-
prawdopodobienstwo ruiny

Ciag R, mozemy zapisa¢ jako bladzenie losowe startujace z poziomu u
Ry=u+(c—Wi)+-+(c—Wp),

101
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¥(u) = P(J{R: < 0})
i>1
= P(U{Si —ci > u})
i>1

= P(max(S; —ci:i>1) > u).

Prawdopodobienstwo ruiny jest wiec réwne prawdopodobienistwu, ze maksymalna wartosé
pewnego bladzenia losowego przekroczy poziom u. Oznaczmy to maksimum przez

M = max(0, Wy — ¢, Wy —¢) + (W2 —¢),...),

gdzie bladzenie losowe ma przyrosty postaci W; — ¢, stad

Y(u) = P(M > u).

Powstaje pytanie, kiedy btadzenie losowe osiaga skonczone maksimum? Intuicja wskazuje
na bladzenia, ktére dryfuja "do dotu”i w zwiazku z tym osiagaja skoniczony putap ”do
gory”. Rzeczywiscie zachodzi

Lemat 4.1.1 P(M < o0) =1 E[W; —¢] <0.

Dowdd. 7 mocnego prawa wielkich liczb

P( lim rioWi—o

n—00 n

=E[W;,— ) =1,

stad, jesli E[W; — ¢] < 0, to P(limy,—0o Y 1oq(W; —¢) = —00) = 1, czyli trajektorie bla-
dzenia z prawdopodobienstwem 1 daza do =0 osiagajac w zwiazku z tym M < oo. Z
drugiej strony, jesli M < 00, t0 limy_oo 24=1Y") < 0. czyli E[W; — ¢ < 0. Poniewas
w symetrycznym bladzeniu losowym trajektorie z prawdopodobienstwem 1 powracaja do
punktu wyjscia nieskoniczenie wiele razy, warunek M < oo nie moze zachodzi¢ z praw-
dopodobienstwem 1, stad E[W; —c] = 0 jest wykluczone. Oznacza to, ze M < oo z
prawdopodobienstwem 1 pociaga E [W; — ¢] < 0. O

Okazuje sie, ze rozktad maksimum M nie zmieni sie jesli dodamy jeden extra przyrost do
M i wyréwnamy do zera.

Lemat 4.1.2 Rozklad zmiennej M jest taki sam jak zmiennej max(0, M + (W —c¢)), gdzie
W jest zmienng niezalezng od calego bladzenia {W; — ¢,i > 1}, ale posiadajgcq rozklad
rowny rozkladowi W;, piszqc krotko

M=% (M+W-c).
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Dowod. Mozemy M zapisa¢ w postaci
M = max(0,W; —c+ L),
gdzie
L =max(0, Wy —c,(Wy —¢) + (W3 —c¢),(Wo —c) + (W3 —¢) + (W4 —c¢),...).

Jedli teraz w powyzszych wzorach zastapimy ciag Wi, Wa, Wy, ... ciagiem W, Wi, Wy, ...,
to rozktad uzyskanych zmiennych nie zmieni si¢, bo wyj$ciowy i nowy ciag sa o tym samym
rozkladzie. To znaczy, ze rozklad M jest taki sam jak rozklad max(0, W — ¢+ max(0, W; —
e,(Wo—c)+ (Ws—c¢),...))=(W —c+ M),. O
Uzywajac powyzszy lemat uzyskujemy rozktad M w jezyku funkcji tworzacych w przy-
padku ¢ = 1.

Twierdzenie 4.1.3 Zalézimy, ze W; € N majq funkcje tworzgcq Py . Jesli E[W;] < 1 to
zmienna M ma funkcje tworzacg

1 —F W]
PO = T W By
gdzie ®
1 — Py (t
Bl = B o

Dowdd. Liczymy funkcje tworzaca
Py (t) = B [tM] = B [0+

=E [t(M+W71)+I{M+W712O}} +E [t(MJrW*l)*I{MJerKo}]
=P(M+W =0)
+PM4AW -1=0)+PM+W —1=Dt+P(M+W —1=2)t>+-..

—_

(M+W =0)+=(P(M+W =t+P(M+W =2)t>+---)

Il
—

P
1

P(M +W =0) = - P(M+W =0)+  Parsw (1)

1

P _

t

(M+W:®ﬂ—)+%mwmﬁ)

Wyliczamy stad
(t—1)PM+W=0)
t — Pw(t)

Przechodzac z t — 1 w powyzszej réwnosci otrzymujemy

Py(t) =

P(M +W =0)

=" TEm
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co daje P(M +W =0) =1 — E[W]. Ostatecznie wiec

_(A-EW)A -1
P (t) = Pw®) —t

co po przeksztalceniu mozemy zapisa¢ jako

. 1-EW]
C1-E[W] Py t)

Py(t)

Funkcja tworzaca Pj;, odpowiada zmiennej losowej o rozkladzie

POW = k) = W,

ktéry nazywamy rozktadem resztowym rozkladu zmiennej W.

Zmienna M ma rozklad zlozony geometryczny CGeo(p = 1 — E[W], Fy;,). Tak wiec wi-
dzimy, ze prawdopodobienstwo ruiny, przy wprowadzonych zalozeniach, jest
réwne ogonowi dystrybuanty zmiennej losowej o zlozonym rozkladzie geo-
metrycznym. Okaze sieg, ze taka struktura jest rowniez prawdziwa w modelu z czasem

cigglym.

4.1.1 Wspoéblczynnik dopasowania

Zal6ézmy, ze zmienne losowe (W;);>1 maja ten sam rozklad i funkcje¢ tworzaca momenty
Myy (t) oraz E[W] < c. Definiujemy wspétczynnik dopasowania R(W, ¢) jako dodatnie
rozwigzanie rownania Myy_.(r) = 1, co jest réwnowazne

exp(—cr) My (r) = 1. (4.1.1)

Zauwazmy, ze

d
@ _ _ o)
My o(r) = E[(W = )V
d2 ' —C
5 Miy_o(r) = E (W = )2 =] > 0
Co wiecej
d
M —o(r) = E (W =)W= =B[W]—c<0

i My _.(0) = 1. Oznacza to, ze funkcja My _.(r) maleje w otoczeniu 0 i jest wypukla, co
daje istnienie wspotczynnika dopasowania.
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Przyktad 4.1.4 Zaléimy, ze W ~ N(u,0?). Wtedy My (r) = exp(ur + 02r?/2) i stad

R(N(u,0?),c) = @ Jezeli sktadka za jeden okres naliczana jest wedlug zasady war-
tosci oczekiwanej, to ¢ = (1 + 0)E [W], a stad R(N(u,0?),¢c) = %‘9—2“

0

Zauwazmy, ze zalozenie o normalnosci zmiennej losowej W ma sens tylko wtedy, gdy do
lacznych wyplat stosujemy aproksymacje normalna (szkody nie moga by¢ ujemne).

Przykltad 4.1.5 Zal6ézmy, ze W przyjmuje dwie wartoéci: P(W =a) = p=1-P(W =b).
Wtedy My (r) = pexp(ra) + (1 — p) exp(rb). Wspdlezynnik dopasowania wylicza sie wiec
7€ WZOTru

exp(cr) = pexp(ra) + (1 — p) exp(rd)
Jezelia=2,0=0,p < %, c = 1 powyzsze réwnanie staje sie rownaniem kwadratowym i

otrzymujemy R(W,c) = —log (ﬁ).

0

Powyzszy przyklad pokazuje, ze rozwigzanie réwnania (4.1.1) rzadko da sie przedstawi¢ w
postaci jawnej. Wspolczynnik R mozna jednak przyblizy¢ stosujac podobne rozumowanie
jak w przypadku aproksymacji Edgewortha. Rozwijajac log My (r) w szereg Taylora i
uwzgledniajac dwa (trzy) pierwsze skladniki dostajemy réwnanie (4.1.1) w nastepujacej
postaci:

1
rE (W] + ~r*Var [W] — cr = 0,

2
1 1
(B (W] + 5r*Var [W] + r°E (W =E[W)),] —er =0), (4.1.2)
co w pierwszym przypadku daje przyblizony wspoétczynnik dopasowania
2(c—E[W])
R(W,c) m —————= 4.1.3
W)~ = e ) (4.1.3)

Dla W bedacego rozktadem ztozonym W = Zf\il X; dostajemy wiec

al - 2(c - E[N]E[X])
R(; Xi €) X EINTVar [X] + (B [X])2Var [M]’

Przyklad 4.1.6 Zalézmy, ze ¢ = (1+60)E[W] = (1+0)E[N]E [X].
1. Jezeli W ~ CPoi(\, Fx), to

R(CPoi(\, Fx),¢) ® ———5—
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2. Jezeli W ~ CBin(n,p, Fx), to

_ _ 20E [X]
R(CBin(n,p, Fx),c) =~ Var (X1 (B [X])2°

3. Jezeli W ~ CBin~(r,p, Fx), to

20E [X]
(X2 + (EX])?(1/p-1)

R(CBZ‘ni(T',p, Fx>,C) ~ E

Zauwazmy, ze jezeli p — 1 to wspélczynnik dopasowania R(CBin™ (r,p, Fx),c) jest
réwny analogicznej wielkosci dla rozkladu C'Poi(\, Fx). Nie jest to zaskakujacy, gdyz
rozklad Poissona mozna w tym przypadku traktowaé jako graniczny dla rozktadu
ujemnego dwumianowego.

O

Podobnie jak w przypadku rozwiniecia Edgewortha wzér (4.1.3) daje zte przyblizenie jezeli
zmienna W ma duza skoSnosc.

4.1.2 Prawdopodobienstwo ruiny - lekkie ogony
Twierdzenie 4.1.7 Zaldzmy, ze w procesie ryzyka (4.0.1)

o zmienne losowe (W;)i>1 sq¢ niezaleine i o tym samym rozkladzie,
o funkcja tworzgca momenty My (t) istnieje i jest skoriczona,
e E[W]<ec.

Wtedy dla R := R(W,¢)

1

P(u) = eXp<_Ru>E lexp(—RR7|T < 00)]’

(4.1.4)

Dowdd: Zauwazmy najpierw, ze ciag (Ry),>1 ma przyrosty niezalezn, tzn. zmienne losowe
R, — Ry, Rp, — Rn,, Rps — Ry, . .. sa niezalezne dla dowolnych 0 < n; < ng < ---. Poza
tym dla dowolnych n > ¢ mamy z niezaleznosci

Elexp(—R(Rn — Ri))] = Elexp(=R(c = Wit1) — -+ = R(c = Wy))] =

— Blexp(~R(c— W)" " = 1
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i w szczegoblnosci dla ¢ = 0 mamy

E [exp(—R(R;)] = exp(—Ru). (4.1.5)
Stad

exp(—Ru) = E [exp(—RR,,)]

- zn: E [exp(—RRo|T = i)] P(T = i) + B [exp(— RRy|T > n)] P(T > n)
i=1

- i E[exp(—RR; — R(R, — R;)|T = 4)] P(T =)
i=1
+E [exp(—RR,|T > n)] P(T > n)

= zn:E lexp(—RR;|T = i)] P(T = i) + E[exp(—RR,|T > n)] P(T > n).

=1

Teraz, ostatni sktadnik w powyzszym réwnaniu dazy do 0 przy n — oo, a stad

exp(—Ru) = i Elexp(—RR;|T =1i)]| P(T = i) = E [exp(—RU7|T < c0)].
i=1

O
Przykltad 4.1.8 (cd. Przyktadu 4.1.5 z a = 11 b = 0) Zauwazmy, ze Rp = —1 z
prawdopodobienstwem 1. Stad
P u+1
vu) =exp(-Ru+ 1) = (£-)° .
-p
O

Wyliczenie wartosci znajdujacej sie w mianowniku (4.1.4) jest zazwyczaj trudne i moz-
liwe jedynie tylko w kilku przypadkach. Z Twierdzenia 4.1.7 otrzymujemy jednak gérne
oszacowanie na prawdopodobienstwo ruiny: Nieré6wnosé Cramera

Y(u) < exp(—Ru). (4.1.6)
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Rozdziatl 5

*Prawdopodobienstwo ruiny: czas
ciagly

Podobnie do dyskretnego procesu ryzyka (4.0.1) rozwaza si¢ model w czasie ciagltym:

N(t)
R(t)=u+ct— ZX“

gdzie (X;);>1 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie, a (N (t),t >
0) jest procesem opisujacym ilo$¢ szkéd zgltoszonych do chwili . Jezli wiec szkody zglaszane
sa w losowych chwilach 0 =Ty < Ty < ---, to

N(t) :==max{n: T, <t} = Z It <y

zajmiemy sie najpierw wlasnosciami procesu (N (t),t > 0).

5.1 Proces zgloszen - teoria odnowy

Jedli U; = T; — T;—1 dla i = 1,2,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wych rozkladach, to proces (N(t),t > 0) jest procesem odnowy. Zachodza podstawowe
zwigzki zdarzen opisujacych ten proces.

o {N(t) =0} ={Tr > t},
o [N(t)=k}={T} <t<Thu},
o« (N(t)> k) = {Ti <1},
o [N(t) <k} ={T} > t}.

109
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Stad P(N(t) = 0) = 1 — Fy(t), oraz P(N(t) > k) = Fj*(t), gdzie Fy jest dystrybuanta
odstepéw Us.

Twierdzenie 5.1.1 Jesli E[U;] > 0, to

Dowdd: Korzystajac z podstawowych zaleznosci, mamy

T ot I+ N(O)+1
N(t) S N({) “N@)+1 N(t)

z mocnego prawa wielkich liczb otrzymujemy z prawdopodobienstwem 1

T
lim — =E[U],

n—oo 7,

stad teza, gdyz z prawdopodobienistwem 1, lim;_,o, N (t) = 0.

O
Wielko$¢ N (t) mozna postrzegaé jako efekt sumaryczny wielu zmiennych losowych, gdy ¢
rosnie do co. Nalezy wiec oczekiwaé, ze zachodzi twierdzenie graniczne podobne do CTG.
Rzeczywiscie:
Twierdzenie 5.1.2 Jesli 0 < Var [U;] < oo, to

N(t) —t/E[U]

V(Var [U]t/(E[U])%)

gdzie ® oznacza dystrybuante standardowego rozkiadu normalnego.

P(

< 2) —10o B(a),

Dowdd:

P N~ 1/BU]

V/(Var [U]t/(E[U])?)

<) = P(N(t) </ (Var [U] ¢/(E[U])*) + t/E [U])
= P(T . fvasvie) @0 4B +1 > )
U+ +Ug - KE[U| _ t—KE[U]

=P Ve ) ViRVar[U))

gdzie K = |z+/(Var [U]t/(E[U])3) + t/E[U]]| + 1. Poniewaz
t— KE[U]

—t—oo — X
D) ’

V(K Var [U

z CTG dla ciagu (U;) i réwnosci 1 — ®(—z) = ®(z), otrzymujemy teze. O
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Wartosé oczekiwana liczby zgtoszen do chwili ¢ nazywamy funkcjg odnowy i oznaczamy

H(t) :=E[N(t)], t > 0.

Otrzymujemy natychmiast z podstawowych zaleznosci miedzy zdarzeniami

H(t) = 220 P(N(t) > k) = 2520 P(N(H) > k+1) =

i P(Tpp1 <t) = i EFF(t). (5.1.1)
k=0 k=1

7 twierdzenia 5.1.1 wiemy, ze z prawdopodobienstwem 1 usredniona w czasie liczba zgto-
szen jest zbiezna do odwrotnosci wartosci oczekiwanej odstepéw miedzy zgloszeniami.
Mozna sie spodziewaé, ze wartos¢ oczekiwana liczby zgloszen usredniona w czasie bedzie
zbiezna do tej samej granicy. Rzeczywiscie tak jest, ale wymaga to technicznie dodatko-
wej uwagi, poniewaz zbieznoé¢ z prawdopodobienistwem 1 ciagu zmiennych losowych nie
implikuje - ogdélnie rzecz biorac - zbieznosdci wartosci oczekiwanych tego ciagu.

Twierdzenie 5.1.3 Jesli E[U;] < oo, to

Y 1
B T BT

Dowdd: Z lematu Fatou otrzymujemy

1 . N(t) .. JH(t)
B[] Llinélo t } lim inf
Wystarczy wiec pokazac, ze
. H(t) 1
limsup —= < ——.

W tym celu pokazemy najpierw te nierownosé¢ dla obcietych odstepow
UK .= min(K,U,), K >0,n €N.
Ze wzgledu na obciecie mamy

H(t HE(t
lim sup 7( ) < lim sup ( )7
t—oo t t—o00 t

gdzie HE jest funkcja odnowy dla obcietych odstepéw. Aby oszacowaé wartoéé HX(t),
pokazemy, ze
E [Ul +ot UNK(t)—H}

E[Uf]

H () +1 =B[N @) +1] =
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Rzeczywiscie

E [U1 4t UNK(t)H] =E [Z] UiKI{igNK(t)H}
=1

:ZE Ui I{Z<NK(t)+1}}

oo

[
= f:lE [U Iy, <t}]
[

=3 E UK| P(TE, <)
:E[Ul}z ) +1> i)
=0

K
=E[vf]E|N" }
gdzie korzystalismy z niezaleznosci TX; od UX. Otrzymujemy wiec oszacowanie

Kt)

lim sup < lim sup e .
t—o0 t t—o00 tE [Ul }

Poniewaz E Uy + -+ + UNK(t)H} <t + K mamy

. H(t) .. HE (1) t+ K 1
limsup —— < limsu < limsu = .
Przechodzac z K — oo otrzymujemy
H(t) 1
limsup —= < ——.
t—>oop h E[ ]

Funkcja odnowy spelnia réwnanie catkowe (Fredholma)

H(t) = Fy(t)+ H x Fy(t), t > 0, (5.1.2)

gdzie tutaj operacja splotu * jest zdefiniowana na (0,00) dla dowolnych funkcji f, g ogra-
niczonych na przedziatach zwartych o wahaniu ograniczonym, tzn.

= /Otf(t —y)dg(t)

Przypomnijmy, ze f*0(t) = I(9,00)(t). Rzeczywiscie

Fy(t) 4+ H * Fy(t) = Fy(t) + Ff2(t) + FR2 (@) + ... = H(t),
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z réwnania (5.1.1).

Okazuje sie, ze rozwazanie réwnan tego typu jest bardzo owocne w kontekécie badania
procesu ryzyka. Zachodzi nastepujacy ogdlny lemat.

Lemat 5.1.4 Niech F bedzie byc moze ulomng dystrybuantg nieujemnej zmiennej losowes,
tzn. F(0) =0, F jest niemalejgca i prawostronnie cigglta oraz F(oco) < 1. Jesli dla pewnej
funkeji z(t) > 0, ograniczonej na przedzialach zwartych zachodzi réwnanie

Z(t) = 2(t) + Z + F(t),

to rozwigzaniem tego rownania jest
R R o0
Z(t)=zxH(t), H(t)=>_ F™(t).
n=0

Dowod: Niech i
Zip(t) = 2% (D F*™ (1),
n=0

wtedy

Zk+1(t) = Z(t) + Zp, * F(t)
Przy zalozeniu z > 0 mamy monotoniczno$é ciagu Zy(t), wiec przechodzac z k — oo w
powyzszej rownosci otrzymujemy teze. g

Przyktad 5.1.5 Niech F := Fy, o gestosci F}; = fy. Niech z := fy. Wtedy Z(t) = H'(t),
tzn, zachodzi

H/(t) = fU(t) + H' * FU(t).
Wynika to natychmiast ze wzoru (f *g)’ = f'+xg = f*¢’, dla dowolnych rézniczkowalnych
splatanych funkcji f, g.

O

Przyktad 5.1.6 Niech F':= ¢G, dla ¢ € (0,1) i wlasciwej dystrybuanty G. Niech z(t) =
1 — g = p. Mamy wiec réwnanie
Z=p+ ZxqQG.

Wtedy Z jest dystrybuanta zlozonego rozkladu geometrycznego CGeo(p, G), tzn.

Z(t) =S p G ().
n=0
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]

Wiasnosci asymptotyczne rozwiazan Z(t) tego typu réwnan sa zalezne od catkowalnosci
funkcji z(t). Kluczowym twierdzeniem odnowy jest fakt o istnieniu granicy rozwia-
zania rownania typu odnowy.

Twierdzenie 5.1.7 Jesli z > 0 jest nierosngcg ¢ catkowalng oraz F jest wlasciwg dystry-
buantq cigglq, to rozwigzanie rownania z lematu 5.1.4 ma granice

) o 2(x)de
Am 20) = 19 Fyas

Twierdzenie to mozna uogolni¢ na funkcje bezposrednio catkowalne w sensie Riemanna.

5.2 Prawdopodobienstwo ruiny: proces zgltoszen Poissona

Méwimy, ze (N(t),t > 0) jest procesem Poissona z parametrem A jesli ten proces ma
nastepujace wlasnosci:

e N(0)=0;

e Dlaty <ty <--- <tg, przyrosty N(tl) - N(to), N(tg) — N(tl), - ,N(tk) — N(tkfl)

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach Poissona

(At —tiz))™
m)!

P(N(tz) — N(ti_l) = m) = exp(—)\(ti — ti—l))

e dlah >0, P(N(h)=1) = Ah+ o(h) oraz P(N(h) > 1) = o(h);

e Odstepy miedzy zgloszeniami sa niezalezne i maja rozklad wykladniczy: P(T; —
Ti1 <z)=1—exp(—Az),i> 1.

Niech (N(t),t > 0) bedzie wiec procesem Poissona z parametrem . Ponadto, niech (X;)i>1
bedzie ciagiem dodatnich, niezaleznych zmiennych losowych o tej samej dystrybuancie
Fx(xz) = P(X; < ), niezaleznym od procesu (N(t),t > 0). Niech fx = F%. Prawdopo-
dobiennstwem ruiny przy kapitale poczatkowym u jest

Y(u) = P(T < o0), T:=inf(t >0: R(t) <0).

Mozemy, wigc rOwnowaznie napisac

N(t)
Y(u) =P (Z X; —ct >wu dla pewnego t > 0) .
i=1
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Wygodnie jest wprowadzi¢ zmienna M = sup(t > 0 : Zi]i(f) X;—ct), bo wtedy, analogicznie
do modelu w czasie dyskretnym, mozemy napisaé

Y(u) = P(M > u).

Zauwazmy, ze ruina moze nastapi¢ jedynie w chwili jednego ze zgloszen, stad supremum
M wystarczy badaé¢ w chwilach zgloszen:

M = sup(0, Xy — cUy, (X1 — cUy) + (X2 — cUa),...).

Widaé, z musimy zalozy¢

<1, (5.2.1)

gdzie E [X] = E [X;] < co. W przeciwnym razie, M nie bedzie skoficzona zmienna losowa i
¥(u) = 1 dla kazdego u > 0. Przy tym warunku, E {Zfi(f) Xl} =E[N(t)|E[X1] = ME [X],
stad (5.2.1) oznacza, ze skladka c¢ zebrana w jednostce czasu jest wigksza niz Srednia
warto$¢ wyptaconych szkdd.

Okazuje sie, ze funkcja 1 oraz funkcja 1) := 1 — 1) spelniajg pewne réwnania typu odnowy,
z ktorych bedziemy mogli wywnioskowaé ich podstawowe wlasnoéci.

Lemat 5.2.1 Jesli ¢ € (0,1), to

P(u) = p + qb * Fx (),

gdzie Fx(u) = ﬁ Jo'l—Fx(z)dz, p=1—gq.

Zanim podamy dowdd tego faktu, zauwazmy, ze rownanie w tym lemacie ma postac taka
jak w przykladzie 5.1.6, a stad natychmiast widzimy, ze v jako rozwiazanie ma postaé

Twierdzenie 5.2.2 (wzér Pollaczka-Chinczyna)

Przy zalozeniu, ze q = )‘ET[X] <1 mamy

P(u) = pg"FX(2),
n=0

Czyli prawdopodobiefistwo nie zajscia ruiny ¢ (u) jest jako funkcja kapitatu poczatkowego
u dystrybuanta (zmiennej M) zlozonego rozkladu geometrycznego CGeo(p, Fx). Jest to
sytuacja analogiczna do modelu w czasie dyskretnym, ale tutaj nie zakladamy, ze mamy
w btadzeniu losowym, dla ktérego szukamy maksimum, do czynienia ze zmiennymi o war-
tosciach naturalnych.
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Dowdd: lematu 5.2.1.

(u) = P(R(t),t > 0) = P(S(t) < u+ ct,t > 0)
=P(S(Th) <u—+cT1,S(t)—S(T1) <u+ct—S(Ty),t >T1)
(X1 <u+4+c,S(z+T1)—S(T) <u+c(z+T1) — X1,2>0)

/ PX1<U—|-CT1,S(Z+T1) S(T1)<

\"U

utc(z+T1) — X1,z > 01Xy = 2,71 = y)dFx(z)\exp(—Ay)dy

/ / Lipcugey (@, ) P(S(z +y) = S(y) <u+cz+cy—x,2>0)
dF'x (z) A exp(—Ay)dy

0o rutcy
= / / P(S(z) <u+cy—a+cz,z>0)dFx(x)\exp(—Ay)dy
o Jo
0o rutcy
= / / Y(u+cy — x)dFx (z)Aexp(—Ay)dy
o Jo

/C\/u /ws—xdFX()exp( A

S—Uu

)ds,

gdzie ostatnia réwnos¢ zachodzi po podstawieniu u + cy := s.

Przypomnijmy regule rézniczkowania calki oznaczonej. Dla

v = [ f‘)) Flu, )ds,

b(u)
) = [ 2 s+ fa b)) — Sl )

Roézniczkujac wzgledem v otrzymujemy

P =S [ s - (@) esp(-A ") s
| ot 2)aFx (@)
=— )\/OO /081;(8 — 2)dFx (z) exp(—A=— u)ds—

| 9t 2)aFx(@)
% / b(u— 2)dFx (2)].

Calkujac po zmiennej u w zakresie od 0 do t mamy

00~ 500 =2 [~ [ B~ a)arx ()
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Aby wyliczy¢
t ru _
/ / Y(u— z)dFx(x)du,
0 Jo
podstawiamy s := u — x i calkujemy przez czeci otrzymujac
t oru oo pt—x _
/ / B(u — 2)dFy (x)du = / / b (s)dsdFy (z)
0 Jo o Jo
t oo _
:/0 w(s)ds—/o D(t —2)(1 - Fy(2))dz,

czyli

00~ 90 =2 [ blaydu-
> [oas+ 2 [ o - )0 - Fx@)as.

Gdy t — o0 \
1=9(0) =5 [ (1= Fx(a))de = SE[X],
co daje
_ A A L
9(t) = (1= 2B [X]) + SE[X]§ # Fx (1)

Z réwnania dla 1 natychmiast otrzymujemy réwnanie dla 1.

117

Lemat 5.2.3 Funkcja prawdopodobienistwa ruiny ¢ spetnia nastepujge réwnanie typu od-

nowy:

b(u) = q(1 — Fx(u)) + q¥ * Fx(u), (5.2.2)

Przyktad 5.2.4 Gdy wielkosci szkéd X; maja rozklad wykladniczy Exzp(1/E[X]), to
Fx jest znowu dystrybuanta wykladnicza Fxp(1/E[X]) i wtedy v jest dystrybuanta
CGeo(p, Exp(1/E [X]), wiemy z (2.2.24), ze jest to dystrybuanta wykladnicza wymieszana

z atomem w zerze, dokladniej, dla p =1 — AE [X] /c:
¥(u) = p+ q(1 — exp(—pu/E [X])),
P(u) = gexp(—pu/E[X]).
Wprowadzajac narzut (security loading) ¥ > 0 poprzez réwnosé
¢ = (1+9)AE[X],

otrzymujemy alternatywna postaé
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_ 9 1 9
v =15t 150 —orlg X](1+ 19)“))’
9
Y = 5 P ERTa T oY

Rozklady lekkoogonowe- model Cramera-Lundberga

W modelu z czasem ciggltym przydatny bedzie réwniez wspotczynnik dopasowania, zdefi-
niowany jednak inaczej niz w modelu z czasem dyskretnym. Dodatnie rozwigzanie rowna-
nia

Mx(r) = 5r+1,

nazywamy wspolezynnikiem dopasowania w modelu cigglym i oznaczamy R := R(X A, C).
Przyklad 5.2.5 Dla X ~ Exp(1/E[X]), réwnanie definiujace przyjmuje postaé

1 _cle
1-EX]r A 7

co prowadzi do

R(E:L’p(l/E [X])v A, C) - p/E [X] )
dla p = (1 — AE[X] /c). W jezyku narzutu otrzymujemy

R(Exp(1/E[X]), \, ¢) = B 0)

O

Poréwnujac wzory na R = R(Exp(1/E [X]), A, ¢) z wzorami na prawdopodobienstwo ruiny
dla szkdd o rozkladach wyktadniczych z poprzedniego przyktadu widaé, ze mozemy napisac
krotko, w jezyku wspoélczynnika dopasowania, ze w tym przypadku

¥(u) = (1 - E[X] R) exp(~ Ru).

Widzimy, z tych wzoréw, ze prawdopodobienstwo ruiny w przypadku szkod o rozktadach
wykladniczych zalezy od wielkosci narzutu i wartosci $redniej szkody. Prawdopodobien-
stwo ruiny nie zmieni si¢ w takim modelu przy jednoczesnym proporcjonalnym zwigkszeniu
intensywno$ci nadchodzenia szkéd i intensywno$ci pobierania sktadek.

Dla rozktadéw innych niz wyktadniczy, wyliczenie prawdopodobienstwa ruiny jest klo-
potliwe. Dla rozkladéw lekkoogonowych mozna jednakze wyznaczyé¢ jego granice przy
U — 00.
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Twierdzenie 5.2.6 Jesli isinieje skonczony wspolczynnik dopasowania dla rozkladu szkod
w modelu cigglym R = R(X, X\, c), oraz M5 (R) < oo, to

' = o p
ull)ﬂc}o 1/’(“) exp(Ru) = M&(R)()\/C) -1’

gdziep=1— AE[X] /c.

Dla duzych wartosci kapitatu poczatkowego mozna prawdopodobienstwo ruiny przyblizy¢
nastepujaco:
5 p
P(u) ~ exp(—Ru = .
“ ( )M%(R)(/\/C)—l

Dowdéd: Wychodzac od réwnania

Y(u) = q(1 = Fx(u)) + g * Fx (u),

mnozymy je obustronnie przez exp(R), otrzymujac

W(u) exp(Ru) = q(1 — Fx (u)) exp(Ru)

+ /0 Y(u—z)exp(R(u — x)) dzx,

czyli traktujac jako gestosé dystrybuanty powiedzmy F', oraz przyj-
mujac Z(u) = ¢(u) exp(Ru), z(u) = ¢(1 — Fx(u)) exp(Ru), widzimy, ze jest to réwnanie
typu odnowy

Z(u) = z(u) + Z * F(u). (5.2.3)
7 twierdzenia 5.1.7 otrzymujemy wiec

Jim 4 (u) exp(Ru) = Jo Q(lfozolix_(lg)(i;za;}%u)du‘

Pozostaje wyliczy¢ wartoéci calek pojawiajacych sie w granicy,
o ~ ~ ~

| a1 = Fxw) exp(Ru)du = p/

_ My (R)(Me) —1

/OOO 1— F(x)dz 7

co wynika natychmiast z catkownia przez czesci. ([l

)

Dla dowolnych warto$ci u mozna podaé¢ ograniczenie gérne i ograniczenie dolne na ¢ (u)
jesli zatozymy lekkoogonowosé rozktadu wielkosci szkdd.
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Twierdzenie 5.2.7 Jesli istnieje skoriczony wspélczynnik dopasowania dla rozkladu szkod
w modelu cigglym R = R(X,\, ¢) < oo, to

a— exp(—Ru) <¢(u) < ay exp(—Ru),

gdzie
G4 = sup 2z ,
>0 1-F ZL‘)
_ z(x)
_=inf ———
=T 501 F(x)

dla funkcji z i F' zdefiniowanych w réwnaniu (5.2.3).

5.3 Prawdopodobienstwo ruiny dla rozktadéw ciezkoogonowych

Ze wzoru (?7?7) wynika, ze w przypadku rozkladéw fazowych funkcja prawdopodobienstwa
ruiny maleje wyktadniczo. Podobnie wyglada to w przypadku wszystkich rozkladéw, dla
ktoérych istnieje wspdtezynnik dopasowania, zdefinowany w Rozdziale 4.1.1. Przypomnijmy
jednak, ze dla rozktadéw ciezkoogonowych nie istnieje funkcja tworzaca momenty, nie
istnieje wiec wspotczynnik dopasowania. W takich przypadkach jesteSmy w stanie jednak
otrzymacé asymptotyke prawdopodobienstwa ruiny.

Przed podaniem twierdzenia, przyjrzyjmy sie najpierw trajektoriom procesu ryzyka dla
dwdch modeli.

Lewy rysunek przedstawia proces ryzyka, gdzie szkody maja rozklad wykladniczy, prawy
rysunek - szkody Pareto z a = 2, a wiec z nieskonczona wariancja. Widzimy ogoélna ten-
dencje ’do géry’, co jest zagwarantowane przez p < 1. Na lewym rysunku trajektorie maja
lokalnie tendencje w dét poprzez nagromadzenie maltych szkéd, na prawym - poprzez jedna
duza szkode'.

Jak nalezy sie wiec spodziewac, funkcja prawdopodobienstwa ruiny dla szkdd ciezkoogonowych
bedzie zachowywatla sie inaczej niz dla fazowych. W nastepujacym twierdzeniu uzyjemy
klase rozktadéw S*, wprowadzona w Rozdziale 6.3.1.

Twierdzenie 5.3.1 Jezeli F' € 8*, to
Yw) _ p

11 = = .
T—00 Fe(“) 1—0p

Dowdd: Podamy najpierw bez dowodu dwa lematy techniczne.

'Plik ruina-ciagla-2.mws
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Rezerwa kapitalu Rezerwa kapitalu
180+ I
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Rysunek 5.3.1: Trajektorie procesu ryzyka
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Lemat 5.3.2 JeZeli F, € S, to dla kazdego € > 0 istnieje D > 0 takie, Ze dla kaZdego
n>2,

Fn
W pagen, 20 (5.3.1)
e(u)
Lemat 5.3.3 Niech G(u) = 30° pe H*™(u), (pn) jest rozkladem prawdopodobieristwa,

H e S. Jezeli Y 02 ypn(l 4 €)™ < 0o dla pewnego € > 0, to

im Glw) = 3 n

n=0

Ze wzoru (?7) dostajemy

b= (1-p)> P (ZY > ) (1) Y )
n=0 i=1 n=0

Polézmy p, = p" i wezmy € > 0 tak, by p(1+¢) < 1. Stad Y72 g pn(1 + &)™ < 00.

7 faktu, ze F' € §* mamy F, € S, a wec korzystajac z Lematu 5.3.2, istnieje D > 0 takie,
ze (5.3.1) jest prawdziwe. Z Lematu 5.3.3 mamy

o P(w) —  n_ PP
LS RRRCD DAl Sl rpuy Rl yr



Rozdziat 6

Techniki statystyczne dla
rozkladow ciagtych

W rozdziale tym zajmiemy sie opisem rozkladéw ciagtych, ktére stuza do modelowania
wielkosci szkdd oraz metodami statystycznymi pozwalajacymi zidentyfikowaé owe rozktady
na podstawie zgromadzonych danych.

Najpopularniejsze rozklady ciagle uzywane w matematyce ubezpieczeniowej (nie tylko w
kontekscie wielkosci szkdd) to:

e rozklad normalny N (u,o?)

e rozklady fazowe, m.in.

- rozklad wykladniczy Exzp(N);
- rozklad Gamma I'(a, 3);

e rozklad logarytmiczno-normalny LN (u,0);
e rozklad Pareto Par(a,c);

e rozklad Weibulla

Podstawowe wiadomosci o rozktadach normalnym, wyktadniczym, Gamma, czy logarytmiczno-
normalnym, wraz z estymacja parametréw, mozna znalezé w Dodatku. Tutaj zajmiemy

sie glownie rozkltadami Pareto i ich modyfikacjami, szczegblnie w kontekscie dos¢ skom-
plikowanej estymacji parametru a.

Na poczatek oméwimy pewne techniki statystyczne stuzace do dopasowanie rozktadu do
danych.

123
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6.1 Dopasowanie rozkladu do danych

Nastepujace funkcje moga stuzyc do oceny dopasowania modelu empirycznego do wy-
branego modelu teoretycznego. Niech X1, ..., X, bedzie skonczonym ciagiem zmiennych
losowych iid.

e Dystrybuanta empiryczna
— 1
Fo(z)=—-#{i=1,...n: X; <z}
n

Tak zdefiniowana funkcja zmiennej x jest funkcja losowa, zalezaca od zmiennych X;.

e Empiryczna funkcja kwantylowa

R SR
Qn(p) = X jezelip € (Z, Z} ,
n 'n

gdzie X} < ... < X sa uporzadkowanymi wielko$ciami szkdd (statystykami porzadkowymi

Funkcja ta jest empirycznym odpowiednikiem funkcji kwantylowej

Q(p) :== F(p),

gdzie p € (0,1] oraz F~1(p) = inf{t : F'(t) > p} (uogglniona funkcja odwrotna,
lewostronnie ciagta). Oczywicie Q,(p) = F; 1 (p), p € (0,1].
Do (Xi—u)[(u<X;)

Do T(u<Xy)
przyblizata prawdziwa Srednia funkcje nadwyzki.

e Empiryczna funkcja nadwyzki ey (u) = . Wielkoséé ta bedzie

6.1.1 Dystrybuanta empiryczna

7 twierdzenia Kolmogorowa-Smirnowa wiadomo, ze z prawdopodobienstwem 1, losowa
funkcja dystrybuanty empirycznej spetnia

D, = sup |F),(z) — F(z)| — 0,
x

n — oo. Mozemy sie spodziewaé, ze przy duzej liczbie obserwacji dystrybuanta empiryczna
przybliza prawdziwy rozktad szkody F'. Odlegto$é D,, jest zmienn losowa i przy n dazacym
do nieskonczonosci jej rozklad dazy do znanego rozkladu (twierdzenie Komogorowa). Roz-
ktad ten jest otrzymany w jezyku tak zwanego mostu Browna i jego maksimum. Stanowi
on podstawe testu Smirnowa-Komogorowa, ktory pozwala statystycznie ocenié, czy dana
dystrybuanta empiryczna reprezentuje wybrany rozklad.

Przyktad 6.1.1 Rozwazamy prébke dla n = 100 liczb X7, ..., X100 z rozkladu o gestosci
f(2) = exp(—(z — 1)), @ > 1.
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Do dystrybuanty empirycznej dopasowujemy najpierw rozklad przesuniety wykladniczy,
a potem (dla poréwnania) Pareto z parametrami wyestymowanymi z prébki.

Poniewaz E [X;] = % + 1, wiec metoda momentéw estymujemy parametr A
1
Yimi Xi/n—1

Na jednym rysunku (lewy) przedstawiamy dystrybuante empiryczng E,i przesuniety roz-
ktad wykladniczy o gestosci Aexp(—A(z — 1)).

A=

Rozkad Pareto definujemy tutaj jako rozklad o gestosci

flz)= m_(a+1)l{x>1}a
dla o > 1.

W przypadku rozktadu Pareto jest wiele metod estymacji parametru «. Uyjemy estyma-
tora otrzymanego metod najwikszej wiarogodnoc. Estymujemy

_n
> log X;

i przedstawiamy F,, wspélnie z rozkladem Par(a,1). !

a:

6.1.2 Wykres kwantylowy (Q-Q plot)

Idea wykresu kwantylowego jest nastepujaca: wybierzmy rozklad F'. Nanosimy na jed-
nym ukltadzie wspélrzednych pary punktéw postaci (Q(p),@n(p)), p € (0,1). Najbar-
dziej typowym wyborem punktéw p jest %, %, - "T_l, 1. Wtedy @n(%) = X;. Z pewnych
przyczyn technicznych wybiera sie n%_l, n-2s-1’ o Z_T_%, nil. Pary punktéw beda mialy wiec
wspOlrzedne: (kwantyl teoretyczny, kwantyl probkowy). Jezeli teraz utworzona wykres
bedzie w przyblizeniu linia prosta, bedzie to oznaczalo, ze kwantyle probkowe sa bliskie
kwantylom teoretycznym, a wiec nasze dane pasuja do wybranego przez nas modelu teo-
retycznego.

Przyktad 6.1.2 Wykladniczy wykres kwantylowy: Dla rozkladu wyktadniczego Exp(\)
mamy: F(z) =1 — exp(—Ax),

Q(p) =~y log(1 ~ p).

Lciagle-1.mws
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Dopasowanie Exp Dopasowanie Par
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Wykres kwantylowy bedzie mial wiec postaé:

{(—log(1 — m),Xj),z’ =1..,n}.

W przypadku, gdy otrzymalismy wykres w przyblizeniu liniowy, to ma sens dopasowanie
"najlepszej” funkcji liniowej y = ax metoda najmniejszych kwadratéw. Wspdlezynnik
nachylenia a ma wtedy postac

n *
i1 X, Qi

a =
n_ 2
i=19;

)

gdzie ¢; = —log(1 — %H), i jest oszacowaniem parametru 1/\.
Weibullowski wykres kwantylowy: Dla rozktadu Weibull(\,r) mamy: F(zx) = 1 —

exp(—Az"), o
Q) = (5 ost1 - 1)

lub alternatywnie log Q(p) = 1 log(%) + %log(— log(1 — p)). Wykres kwantylowy bedzie

=7
mial wiec postac:

{(log(— log(1 — %H)),log(Xi*)),i —1..,n}.

W przypadku, gdy otrzymalismy wykres w przyblizeniu liniowy, to nachylenie prostej
stanowi aproksymacje parametru 1/r, natomiast minimalna warto$¢ na osi x przybliza
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log(1/A)/r.

Log-normalny wykres kwantylowy: Niech ® oznacza dystrybuante standardowego
rozktadu normalnego. Lognormalny wykres kwantylowy jest postaci
1, @ FAN
{(I) (m)¢10g(Xz ))7ZZ 1,7’L}

Nachylenie krzywej daje aproksymacje dla o, a minimalna wartos¢ na osi poziomej przy-
bliza wartos¢ p.

Wykres kwantylowy Pareto: Dla rozkladu Par(a) mamy:
Qp)=(1—p) V-1

lub alternatywnie

log Q(p) = —é log(1 —p).

Rysunek kwantylowy bedzie mial wige postaé: {(—log(l — i), log(X[)),i = 1...,n}. W
przypadku, gdy otrzymalismy wykres w przyblizeniu liniowy, to nachylenie prostej stanowi

aproksymacje parametru 1/ca.

Nastepnie, do wygenerowanych liczb z rozkladu wykladniczego, stosujemy Weibullowski
wykres kwantylowy, log-normalny wykres kwantylowy, wykres kwantylowy Pareto. Zaden
wykres nie jest ’linia prosta’.

Na podstawie Q-Q plots odrzucimy na pewno rozktad Pareto, raczej tez odrzucimy roz-
ktad log-normalny, nie bedziemy jednak w stanie odrzuci¢ 'hipotezy’ o tym, ze rozktad
jest Weibulla.?

O

Przyktad 6.1.3 Do wygenerowanych liczb z rozkladu Pareto, stosujemy Weibullowski
wykres kwantylowy, log-normalny wykres kwantylowy, wykres kwantylowy Pareto. Tylko
ostatni rysunek jest ’linia prosta’.?

2Plik ciagle-2a.mws
3Plik ciagle-2b.mws
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Exp Q-Q Plot Exp Q-Q Plot
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Rysunek 6.1.1: Wykladniczy wykres kwantylowy dla 100 danych z rozkladéw Exp(2) i Par(1.1,1). Lewy wykres
pokazuje dobre dopasowanie do rozkladu wykladniczego, podczas gdy prawy wykres pokazuje, ze dane zostaly z
rozkladu ’ciezszego’ niz wyktadniczy.

Weibull Q-Q Plot Lognormal Q-Q Plot Pareto Q-Q Plot
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Weibull Q-Q Plot Lognormal Q-Q Plot Pareto Q-Q Plot
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6.1.3 Srednia funkcja nadwyzki

Innym sposobem diagnostyki jest tzw. srednia funkcja nadwyzki (mean excess function))
ep(u) =E[X —ulX > ul.

Funkcja ta jednoznacznie wyznacza dystrybuante. Bezposrednio z definicji otrzymujemy

E[(X —u)[(X > u)]

eru) = P(X > u)
S  F(s)ds _ E[(X —u)4]
F(u) P(X > u)

przy zalozeniu, ze E [X] < co. W praktyce estymujemy ta funkcje probkowa funkcja nad-
wyzki ep (u). Funkcje ep (u) rysuje si¢ w punktach u = X_,, przyjmuje ona wtedy
postac ex (X ;) = %Zle Xy i1 —X> 4o k=1,...,n— 1. Dlarozkladu wykladniczego
Exp()\) mamy ep(u) = % W przypadku, gdy dane pochodza z rozkladu ciezszego niz
wykladniczy, to funkcja nadwyzki jest rosnaca, w przeciwnym razie jest malejaca.

6.2 Rozklad Pareto

Nazwa tej klasy rozkladéw wziela sie od nazwiska Vilfredo Pareto (1897), szwajcarskiego
ekonomisty, ktéry bogactwo w populacji opisywal za pomoca M = Az~ gdzie M jest
iloscia 0s6b, ktére maja dochdéd wigkszy niz x. Jezeli Fi(xz) = P(X > z) = %2~ %, x > ¢, to
méwimy, ze zmienna losowa X ma rozklad Pareto Par(a,c). Jezeli ¢ = 1 to bedziemy
pisali Par(a). Gestosé zadana jest wzorem f(x) = c®z~ (@t z > ¢. Rozklad taki ma
Srednia

E[X] = . (6.2.1)
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Mean Excess dla Exp Mean Excess dla Par
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Rysunek 6.1.2:

Funkcja nadwyzki dla 300 danych z rozkltadéw Exp(3) i Par(3,1).
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Aby powyzsza tozsamos$é miala sens, musimy zatozyé a > 1.

Rozklad Pareto jest tzw. rozkladem ciezkoogonowym. W szczegdlnodci, dla o > k nie
istnieje k-ty moment.

Dla préby Xi,..., X, z rokladu Par(a,c) estymujemy parametry za pomoca metody
najwiekszej wiarogodnosci. Jezeli L(a, ¢, z1,...,2x,) = [[i=, f(x:), to

n
log L(av, ¢; X1, ..., Xy) = nlog (o) + naloge — (a+ 1) ZlogXi.
i=1

Szukamy maksimum (wzgledem « i ¢) funkcji L. Rézniczkujac wzgledem «v i ¢ oraz przy-
rownujac do zera, dostajemy uklad réwnan

n

IS s ant (6.2.2)
a = a:12(1+xi/c)—1, (6.2.3)
i=1

ktéry nalezy rozwiaza¢ numerycznie.

Jezeli chcemy uchronié¢ sie od procedur numerycznych mozemy postapi¢ w nastepujacy
spos6b. Parametr « estymujemy za pomoca wzoru (6.2.2), a nast¢pnie wstawiamy esty-
mator ¢ jako

¢=min(Xy,..., Xp). (6.2.4)

Postepowanie takie jest uzasadnione, gdyz musimy mie¢ ¢ < min(Xy,...,X,) i w celu
maksymalizacji funkcji wiarogodnosci ktadziemy (6.2.4). Nalezy dodaé, ze tak otrzymany
estymator dla c jest obciazony: E [¢] = 2% # ¢. Rzeczywiscie, liczac rozklad minimum

na—1
dostajemy

P(min(Xy,...,X,) >z) = P(X >2)" =" ",

a wiec rozklad Pareto Par(na,c) (patrz (6.2.1)).

Jezeli chcemy uchroni¢ sie od procedur numerycznych lub dysponujemy tylko obserwacjami
przekraczajacymi poziom u mozemy postapi¢ jeszcze w inny sposéb: Jezeli X ~ Par(a, o),
to rozklad warunkowy X|X > u jest tez Pareto, nie zalezy od o i jego dystrybuanta ma
posta¢ 1 — u®x~?, czyli Par(a,u). Oznaczajac przez Y;,i = 1,...,n, realizacje zmiennej
losowej Y o powyzszym rozkladzie warunkowym, funkcja wiarogodnoéci ma postac

n
InL(e; Y1,...,Y,) =nlog (a) + nalogu — (v + 1) Zlong.
i=1
Rézniczkujac wzgledem « i przyréwnujac do zera dostajemy
n

a= A (6.2.5)
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Jezeli nasze dane dotycza nie tych obserwacji, ktére sa wicksze od u, ale k najwiekszych
obserwacji, to

k
a = T " " , (6.2.6)
>ie log(Xn-l-l—i/Xn—k)

gdzie X{ < X5 < --- X}. W dalszej czesci bedziemy nazywali estymator zadany wzorem
(6.2.5) estymatorem Hilla typu I, a w drugim przypadku estymatorem Hilla typu II.

Parametr ¢ mozna wyestymowaé z zaleznosci & = u/a. Jezeli estymacje oparte sa na k
najwiekszych obserwacjach, to ¢ estymujemy z warunku

k 1/&

6.2.1 *Rozklady typu Pareto

Moéwimy, ze L jest funkcja wolno zmieniajaca sie, jezeli lim,_. LL((%) = 1 dla kazdego

t > 0. Typowe przyklady to L(z) =1, L(z) = logx, L(z) = loglog x.

Rozktady, dla ktérych F(z) = x~*L(x), L jest funkcja wolno zmieniajaca si¢ w nieskoni-
czonosci, nazywamy rozkladami typu Pareto. W klasie tej znajduja sie¢ m.in. oméwione
wezesniej rozklady Pareto oraz rozklady Burra, log-Gamma, log-logistyczny.

Przyktad 6.2.1 Rozklad Burra ma ogon F(r) = (ﬁ-%%)/\’ a,v, A,z > 0. Rozklad o

gestosci

B*(log z)*tg=8-1
() ’

flz) = x>1,
gdzie o > 0 nazywamy rozkladem log-Gamma. Rozklad o ogonie F(z) = (1 + Bx)~ ¢,
a > 1, B,z >, nazywamy rozkladem log-logistycznym.

O

Wyktadnik o charakteryzuje tempo zbieznoéci ogona do 0 i bedziemy go nazywali indek-
sem Pareto.

Zauwazmy delikatna réznie pomiedzy rozkladami Pareto a typu Pareto. Z uwagi na obec-
noéé¢ funkcji L mamy jedynie informacje o asymptotycznym zachowaniu ogona F(x) =
x~*L(z). Funkcja L jest zazwyczaj nieznana i niemzliwa do wyestymowania. Powoduje
to problemy zwiazane z estymacja parametru «, w przeciwienstwie do zwyktego rozktadu
Pareto.



6.2. ROZKLAD PARETO 133

Parametr @ mozna estymowaé w sposéb nastepujacy: Niech v = é Wtedy za estymator
~ ktadziemy

k
1 * *
Hy,, = Z E log(X;,_j41) —log(X,, k), E=1,...,n.

Otrzymujemy wtedy zbior tzw. estymatoréw Hilla.

Problem, ktéry si¢ pojawia, to wybdér wartosci k = kop: dla ktérej bedziemy rozwazali
estymator Hilla Hy, ,,. Procedura wyboru bedzie oparta na wlasnosciach wykresu kwanty-
lowego, ktéry zostal opisany w Rozdziale 6.1.2. Wykres kwantylowy Pareto jest postaci
{(—log(1 — n+1) log(X/)),i = 1,...,n}. Jezeli dopasowanie do rozkladu Pareto jest do-
bre, to wykres kwantylowy jest w przyblizeniu liniowy i jego nachylenie mozna traktowaé
jako estymator parametru «y. Estymator Hilla Hj,,, jest oszacowaniem nachylenia wykresu

na prawo od punktu (—log(f’;ﬁ) log(X_;)). Optymalna warto$¢ kep: (a tym samym
Yopt = Hp,,,.n) Wyznaczymy na podstawie linii regresji l1,...,l,—1 przechodzacych przez
punkty, odpowiednio, (— log(ﬁﬂ) log(X}_;)), k = 1,...,n — 1 i majacych nachylenie,
odpowiednio, Hy,, tak, aby sredni btad kwadratowy dopasowania prostej lg,,, do punktéw
. kopt+1
{(—log(747) log(X;_;11)),5 = 1, kop} na prawo od (—log(*22=), log(X;:_y, ) byl
minimalny. Réwnanie I, ma postaé
k+1
y=log X, _ k—i—Hkn(x—i—log( +1>) (6.2.7)

Liczac $redni blad kwadratowy M SE(k) dostajemy

MSE(K) : = lf: (10 (X7 ) —log X', — H, (— lo (j) +lo (’““»)Z
= kj:1 g n—j+1 g An—k k.n g n+1 g n+1
2
1 Xoji1 k+1
S () ()
k ]2 ( Xn—k J

Warto$¢ optymalna ko wyznaczamy z warunku

MSE(kopt) = mkin MSE(k).

Poniewaz estymator Hilla jest asymptotycznie normalny, otrzymujemy przedzial ufnosci
na poziomie p dla indeksu Pareto:

Yopt Yopt
o ventbw el R (6.2.8)
vV kopt \ kopt
Wykres kwantylowy stuzy takze do estymacji kwantyli. Kladac w (6.2.7) z k = kop oraz
—log p mozemy traktowaé y jako estymator log Q(1 — p) lub exp(y) jako estymator
Q(1 — p), oznaczmy go przez Gnp.

(%;pta 7;;15) =

~ " k+1
log gnp = log X, + Hj, log ((n—i-l)p) .
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Daje to

_ R
=X (S : 2.
An,p n—k ((n+ 1)p> (6 9)

gdzie gy jest kwantylem rzedu p opartym na prébce n elementowej. Uzywajac przedziatu
ufnosci dla v, dostajemy analogiczne oszacowanie dla g, p:

k41 \ ort k1 0\ Yont
X —_— X —_— . 2.1

Podobnie jak wyzej dokonujemy estymacji P(X > x):

_1/Hk,n
<k+ 1) i . (6.2.11)
n+1 X'

Przyktad 6.2.2 *Wygenerowano 100 liczb z rozktadu Par(1.5,1). Mamy wtedy v =
1/a = 0.66. Przedstawimy najpierw wykres dla estymatora Hilla:

Wyliczamy wartosci MSE(k) dla k = 1,...,n. Z rysunku odczytujemy, ze kop jest
pomiedzy 90 a 100. Wyliczajac: kopr = 95.

Wartos¢ Hy,,, n = Yopt = 0.5867 daje optymalny wyboér dla estymatora parametru . Ze
wzoru (6.2.8) dostajemy dla p = 0.05: [0.48,0.73], a wigc prawdziwa warto$¢ 0.66 nalezzy
do przedziatu ufnosci.

Dalej, ze wzoréw (6.2.9), (6.2.10) dostajemy kwantyle wraz z przedzialem ufnosci:

Nastepnie estymujemy wartosci P(X > x) za pomoca wzoru (6.2.11) (kétka) i P(X >
x) = xz~%rt(linia ciggla). Wartosci te pokrywaja sie.

4ciagle-4.mws
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Przedzia ufnosci dla kwantyli
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Dopasowanie ogona
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Estymator Hilla Estymator Hilla

0.018

0.0167

0.014-

0.0121°

0.008

Pojawiaja si¢ dwa naturalne pytania:

1. Czy warto stosowaé¢ skomplikowana procedure otrzymywania estymatora Hilla za-
miast np. uzywaé¢ metode momentow?

2. Jezeli pozytywnie odpowiemy na poprzednie pytanie, to po co estymowaé wartosci
P(X > u) za pomoca wzoru (6.2.11) zamiast od razu z P(X > x) = x~%rt?

W przypadku pierwszego pytania odpowiedz otrzymamy w rozdziale poswieconym ciezkim
ogonom. Estymatory MM sa obarczone duzym btedem. Po drugie estymatory MM sto-
suja sie w przypadku rozkladu Pareto P(X > x) = 2%, a nie rozkladu typu Pareto
P(X > x) = 27 “L(x) z nieznana funkcja L. Powyzsza uwaga daje tez odpowiedz na dru-
gie pytanie. Nie wiemy, czy nasze dane pochodza z rozktadu Pareto czy z rozkladu typu
Pareto i przyjecia zalozenia, ze L(x) = 1 moze prowadzi¢ do znacznych bledéw.

Przyktad 6.2.3 5Wygenerowano 100 liczb z rozktadu o dystrybuancie 1—2 15/ In(exp(1)*
x), x > 1 oraz z o dystrybuancie 1 — 2719 /In(exp(1) * z), z > 1. W kazdym przypadku
policzyliSmy estymator Hilla, odpowiednio lewy i rawy rysunek.

Sciagle-5.mws
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Estymator zachowuje si¢ zZle dla o = 1.5. Wyttumaczenie moze by¢ nastepujace. Funkcja
In(exp(1) * ) powoduje szybsze malenie ogona. W efekcie estymator ma tendencje do
pokazywania wiekszej warto$ci niz prawdziwe «, czyli mniejsze wartoéci niz prawdziwe ~.
W przypadku a = 100 ogon maleje na tyle szybko, ze dodatkowy efekt jest niezauwazalny.

O

6.3 Rozktady z ciezkimi ogonami

W praktyce stosuje sie czesto metode momentéw, tzn. estymuje sie parametry modelu na
bazie momentéw probkowych, np.

1
:E;Xi.

Rozwazmy probe X,..., X, z rozkladu Par(a,1) i zalézmy na moment, ze wiemy iz
X =max{Xy,..., X,} < d. Obliczamy

E[iIX; <d = [mxl L Xa < d]

=1
= [X1|X1\ yooen X < d]
= E[X1]X; <]

a 1—(1+d)~D

- ~1
a—1 1—-(1+d)~©

Poniewaz prawdziwa Srednia wynosi wiec blad wzgledny jaki popelniamy estymujac

Srednia za pomoca [ wynosi:

y . BAXG<d -5 —a(l+d) @D - (1+d)
' . B 1-—(1+d)@

a—1

al’

Niech teraz p € (0,1) i wybierzmy d takie, ze P(X;; < d) = p, tzn. chcemy aby z (duzym)
prawdopodobienstwem p nie popelnia¢ btedu zaktadajac, ze X} < d. Wtedy

P(X, <d)=(1—-(1+d)")" =p,

a stad

(1 _p)(a—l)/a . (1 _p)l/n

Biorac standardowe wartosci p = 0.99 i p = 0.95 oraz prébe o liczebnosci n = 100 dosta-
jemy dla réznych parametréow a:
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Blad wzgledny n=100

Rysunek 6.3.1: Biad wzgledny dla n = 100 oraz p = 0.95 (linia kropkowana) i p = 0.99 (linia ciagla)
6
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W szczegdlnodei, jezeli o = 1.5 1 p = 0.95 to blad wynosi —12%. Jesli wiec prawdziwy
parametr wynosi 1.5, to nasza estymacja dla $redniej jest az o 12% za niska 'w 95 na 100
przypadkach’.

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze uzywanie sredniej prébkowej jako estymatora $redniej
jest bardzo niebezpieczne w przypadku rozktadu Pareto i ogélniej, w przypadku rozkta-
déw ciezkoogonowych.

Dla nieujemnych zmiennych losowych i dla rozkltadéw skoncentrowanych na poélprostej
dodatniej istnieje wiele sposobéw wyrazenia intuicji: zmienna X przyjmuje ”duze” wartosci
z ”istotnym” prawdopodobienstwem.

Definicja 6.3.1 Niech F(0) = 0. Zmienna losowa X ~ F ma ciezki ogon, jesli jej funkcja
tworzgca momenty

M(s)=E {eSX} = /_O:O e**dF(x) = o0

dla wszystkich s > 0.

Uwaga 6.3.2 Dla rozkladu F' z cigzkim ogonem lim, ., e**F(z) = oo dla wszystkich
s> 0.

6.3.1 Klasy podwyktadnicze

Rozklady podwyktadnicze sa specjalna klasa rozktadéw o ciezkich ogonach. Tego typu
rozklady czesto stosuje sie w modelach ubezpieczeniowych do modelowania wielkosci szkod
po pozarach, huraganach lub powodziach.

Definicja 6.3.3 Rozklad F na (0,00) nazywamy podwykladniczym jesli

1— F*Q
lim ()

— =2,
200 1 — F(x)

Klase podwyktadniczych rozktadéw oznaczamy przez S.

Niech (X;);>1 beda niezaleznymi dodatnimi zmiennymi losowymi z tym samym rozkladem
F takim, ze F(x) < 1 dla wszystkich z > 0. Oznaczmy przez

=Nk

F(z)=1-F"(@z)=PX1+...+ X,, >x)

ogon n-tego splotu F.
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Twierdzenie 6.3.4 Warunek F € § jest réwnowazny kaidemu z nastepujgcych warun-
kow:

a) lim,_ o % =n dla pewnego n > 2,

b) limy_ oo P&Eaxl&li7xn>)?x) =1 dla pewnego n > 2.

Jezeli F' jest rozkladem podwykladniczym, to funkcja tworzaca momenty nie istnieje.

Definicja 6.3.5 Niech F' bedzie rozkladem na (0,00) takim, ze F(z) < 1 dla wszystkich
x > 0. Mowimy, ze F € §*, jesli F' ma skoniczong $rednig pn > 0 4

[T F(z—y)
M) TF@ (y)dy = 2p

Twierdzenie 6.3.6 Jesli F' € S*, wtedy F € S i Fes, gdzie

jest rozkladem resztowym.

Powyzsze twierdzenia ma ogromne znaczenia dla wyliczania prawdopodobienstwa ruiny
dla rozkladéw ciezkoogonowych (Rozdzial 6.3).

Przyktad 6.3.7 Typowe przyklady rozkladéw z klasy S* to Wei(r,c), 0 <r <1, ¢ > 0;
Par(a,c), a > 1; LN (1, 02).
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Rozdziat 7

Modele bayesowskie

7.1 Model portfela niejednorodnego.

Jednym z wazniejszych pytan, na ktére trzeba odpowiedzieé kalkulujac sktadke, jest py-
tanie o jednorodnos$é portfela. Aby zbudowaé¢ dobry model opisujacy naplyw roszczen
nalezy dopasowa¢ w modelu rozklady ryzyk indywidualnych tak, aby taczny efekt staty-
stycznie dobrze pasowal do zebranych danych. Strukturalnie prosty model powstaje przy
zalozeniu, ze ryzyka indywidualne w portfelu maja ten sam parametryczny rozklad, a
roznia sie jedynie wartosciag pewnego parametru 6. To znaczy zakladamy, ze mozemy roz-
klad szkody indywidualnej indeksowaé rodzina rozkladéw F?, 6 € R.

Przyjmijmy, ze nasze dane dotycza k grup jednorodnych kontraktéw ubezpieczeniowych,
kazda z grup sktada sie z n; ryzyk, ¢ = 1, ..., k. Zalézmy, ze i-ta grupa pochodzi z rozkladu
FY% i zaobserwowali$émy nastepujace szkody:

kontrakt | rozktad szkody
1 Fo [ Si1,...,51m,
k Fek Skly"'asknk
Mozliwe sa dwa skrajne podejécia: albo zakladamy, ze 01 = --- = 0 i estymujemy 6 na

podstawie potaczonej proby Sii, ..., Sing, ..., Ski,---,5kn, albo przyjmujemy, ze kazda z grup
jest inna. Wtedy estymujemy 6; na podstawie i-tej proby. Oba te podejscia maja swoje
wady: obciazanie wszystkich klientéw jednakowa sktadka moze prowadzi¢ do "negatywnej
selekcji ryzyk”, tzn. klienci spodziewajacy sie nizszych strat beda wybierali inne oferty, z
drugiej strony dysponujemy zazwyczaj szczupla iloécia danych dotyczacych i-tego typu.
Rozsadne jest wiec skorzystanie z aparatu statystycznego do testowania hipotezy:

H() :91 = :Qk (711)

Przyklad 7.1.1 Przypuéémy, ze S;j, j = 1,...,n; sa niezalezne o wartosciach 0,1 z praw-
dopodobienistwem 6; uzyskania 1, i = 1, ..., k. Zmienna S;; jest indykatorem zdarzenia, ze

145
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i-ty kierowca mial wypadek w j-tym roku. Rozpatrujemy wiec ubezpieczenie dla k kierow-
cow. Wtedy S; = Z?;l Si; oznacza liczbe szkdd i-tego kierowcy w ciagu n; lat i ma rozklad
Bernoulliego B(n;, 6;). Do testowania hipotezy (7.1.1) mozemy uzy¢ testu chi-kwadrat.

Rozpatrzmy konkretne dane liczbowe: Mamy 20 (k = 20) kierowcéw, ktorzy sa ubezpie-
czani przez 10 lat (n; = n = 10). W tabeli warto$¢ 1 oznacza, ze kierowca mial w danym

roku wypadek. Ostatni wiersz daje iloé¢ lat, w ktorych kierowca mial wypadek.

I [r]2[3[4]5]6]7[8]9]10 11 12 13 14] 15] 16 17] 18 19] 20]
1 JoJoJ1]oJojoJoJoJoJ1]oJoJoJoJoJo]1]1]0]0O
2 JoJofofofofof1]of[1][1][0[0[0[0[0[0[1][0][0]0D
3 Jojof[1]ofo][0][1][0][1][0][0[0[1][0][0][0[0][0][0]0
4 JofofJof[ofofofof[ofo[ofofJof[oJof[ofo[1][0[O0]0O
5 JoJofofofo]o][0[0][1][1][0[0[0[0][0][0[0][0][0]0
6 Jojofofofo[1]0[0][1][0[1][0[0][0][0][0[0][0][0]O
7 Jojofojofo]o]of[o][1][0][0[0[0[1][0][0[1]0][0]0
8 JoJofojofo]o]o][o]0][0[1][0[0[0][0][0][0][0][0]O
9 JoJofofofof[1]ofo]0[1][0[1][0][0][0][0[0][0][0]O
10fojoJojojojojojoj1Joj1jojojojojoj1]o[1]0
[=[lojof2]ojof2[2]o0f6[4]3[1[t]t[0[0]5[1[1]0]

Kilku kierowcow nie miato zadnego wypadku, dlatego nie beda chcieli sktadki obliczonej
na podstawie wartoéci éredniej dla calego portfela. Sprawdzimy wiec teraz, czy nasze dane
wynikaja z niejednorodnosci populacji kierowcoéw, czy moze niektoérzy z nich mieli troche
mniej szczedcia. Przetestujemy hipoteze, ze Srednia ilosé lat wypadkowych «; = nf; dla
kazdego kierowcy jest taka sama, tzn.

H():OZ(]:--':OLQ().

Niech @; bedzie iloscia lat wypadkowych dla i-tego kierowcy oraz
1 20

(Jest to estymator Sredniej ilodci lat wypadkowych w populacji). Statystyka do testowania
hipotezy Hp ma postaé

20 (A~ =

nyi=i(a@; — a)

= 49.1631.
a(l - a)

Przy zalozeniu Hp, ma ona rozktad x3y. Poniewaz P(x3q > 49.1631) ~ 0.0002, wiec na-
lezy odrzucié¢ hipoteze Hy. Populacja kierowcow jest wiec niejednorodna i nie powinni oni
placi¢ tej samej sktadki.
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Jezeli przyjelismy hipoteze Hy (czyli przyjelismy jednorodno$¢ portfela) to skladke mo-
zemy wyliczy¢ poznanymi juz wczesniej metodami, np. metoda wartosci $redniej, czy wa-
riancji. W przypadku odrzucenia Hy musimy postapi¢ troche inaczej. Oznaczajac wartosé
oczekiwana i wariancje dla ryzyka indywidualnego odpowiednio przez

p(f) = /xdFa(a:) = /a:fg(x)da:, (7.1.2)

o2(0) = / (@ — p(0))2dF* (), (7.1.3)

wyliczamy sktadki ryzyka indywidualnego ze wzorow:

1. dla sktadki wartosci oczekiwanej

H(O) = (1+p)u(d),  p>0,

2. dla sktadki odchylenia standardowego

H(0) = u(0) + 60(0), 6> 0,

Z rodzina parametryczna FU zwiazujemy rozklad o dystrybuancie Fg, ktéry opisuje losowy
udzial poszczegdlnych parametréw w calym zbiorze wartosci parametru 6. Inaczej méwiac,
zakladamy, ze parametr (struktury) 6 jest losowy i opisujemy jego warto$¢ przez zmienng
losowa © o dystrybuancie Fg Wtedy typowa szkoda S w danym portfelu bedzie miala
mieszany rozktad

Fs(x) = / F(2)dFo(0). (7.1.4)

Doktladniej méwiac, przyjmujemy, ze na pewnej przestrzeni probabilistycznej istnieja zmienne
losowe S, ©, takie, ze rozklad warunkowy S przy warunku © = 6 jest réwny F? oraz ©
ma rozklad (tzw. a priori) o dystrybuancie Fg. Zmienne S oraz © sa zalezne. Znajomosé
wartosci © = 6 wyznacza rozklad indywidualnych szkéd o parametrze struktury 6.

Znajdziemy teraz, korzystajac z réwnan (7.1.2)-(7.1.4), relacje miedzy wartoscia $rednig
p i wariancja o2 powyzszego (mieszanego) rozkladu Fs, a odpowiednimi parametrami
ryzyk indywidualnych. Bezposrednio z okreslenia S i © widzimy, ze p(6) = E[S|© = 0],
02(0) = Var [S|© = 6].

Lemat 7.1.2 W powyiszym modelu

E[S] :
Var[$] := o = E [0%(0)] + Var [u(©)].

i
[
o

=

)
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Dowdd: Dla pierwszego Wwzor'u mamy

p & [adr@) 2 [ ( [ear@)ave) = [uedve) =Ewe),

natomiast dla drugiego mamy z definicji

o2 = / (z — p)2dF(z) = / 22dF(z) — ( / xdF(x))2.

Korzystajac teraz ze wzoru (7.1.4) otrzymujemy

o _/</ 2 dFY (z >dU(0)— (/ (/xdF‘)(a:)) dU(9)>2
- / ( / (& — () + M(a))%F@(x)) U (6) — ( / ( / xdFe(a;)> dU(@))2
= [ ([ poyare)awo) + [ ( [woyae)we
4 2/ (/(az - #(9))M(9)dF9(g;)) U (6) — (/ </ xdF"(x)> dU(G))Q.

Pierwszy i czwarty sktadnik sa z definicji (7.1.2) i (7.1.3) réwne [ o2(0)dU (0) i ([ u(0)dU(6))?,
drugi sktadnik redukuje sie do [(1(0))2dU(0), gdyz [ dF®(z) = 1. Rozbijajac trzeci sktad-

nik na dwie czesci i zamieniajac kolejno$é¢ catkowania dostajemy

_ / o2(0)dU (6) + / (u(0))2dU (6) + 2 / 1(6) < / (mp%@) dU(6)
2 [ ([ar @) o) - ([ o)

Podobnie jak wyzej, czwarty sktadnik redukuje sig¢ do 2 [(u(6))2dU (). Z definicji (7.1.2)
trzeci sktadnik redukuje sig¢ do 2 [(1(6))2dU (), a stad

o2 = / 2(0)dU(0) + / (1u(0))2dU(0) — ( / M(Q)dU(H))Z.

Pamietajac teraz, ze U jest dystrybuanta zmiennej losowej © otrzymujemy
0" =E[0*(©)] + B [1(©)’] ~ (B[u(®)))”
= B [0%(0)] + Var [1(0)]

co konczy dowdd dla wariancji. O
Bardziej ogélnym zwiazkiem, okreslonym dla dowolnych ryzyk X, Y zdefiniowanych na tej
samej przestrzeni probabilistycznej, jest nastepujacy wzér na kowariancje
Cov[X,Y]=E[XY]-E[X]E]Y]=E[E[XY|O]] - E[E[X|O]]E[E[Y|O]]
=E[Cov[X,Y|O]] + E[X|O]E[Y|O] — E[E[X|O]]E[E[Y|O]]
[Cov [X,Y|0]] + E[E[X[O]E[Y[O]] - E[E[X|O]| E[E[Y]O]]
[Cov [X,Y|O]] + Cov [E[X|B] ,E[Y]O]].
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Wzér ten zapisalismy uzywajac (dla dowolnej zmiennej losowej Z) notacji E[Z|0O] dla
okreslenia zmiennej losowej, ktéra otrzymujemy z funkcji ¥(0) = E[Z]|© = 0] nakladajac
ja na zmienna O, tzn. E[Z|0] = ¢(0).

Powyzsze wzory mozna zapisa¢ w sposOb nastepujacy:

u=E[s] =E[E[S|O]] = E[u(0)], (7.15)

0? = Var [S] = E [Var [S|©]] 4+ Var [E [S]|9]]. (7.1.6)

Metoda iteracyjna

Do obliczania sktadek w portfelu ryzyk z parametrem struktury 6 stuzy réwniez inna
metoda polegajaca na iteracyjnym zastosowaniu metody liczenia sktadki: raz do policzenia
H(0), nastepnie traktujac H(O) jako zmienng losowa do policzenia H* = H(H(©)), przy
tej samej metodzie H liczenia sktadki. Na przyklad przy metodzie wartosci oczekiwanej
mamy

H(6) = (1+ p)u(8), >0,
H* = (1+ p)E[H(O)] = (1+ p)E[1(0)] = (1 + p)*1.

Przy sktadce odchylenia standardowego natomiast

H(0) = p(0) + 50(0),

H* = E[H(0)] + 6,/Var [H(0)] = 11+ 6E [0(O)] + 6,/ Var [1(8)] + 60(O).

Zwykle sktadki H liczone z parametréw mieszanego rozktadu F' nie sa rowne sktadkom H*
liczonym metoda iteracyjna, na przyktad dla sktadki wartosci oczekiwanej mamy H* =
(1+p)H.

Przyklad 7.1.3 Zmienna losowa S ma, pod warunkiem © = 6, rozklad Poi(f). Zmienna
losowa © ma rozklad jednostajny na odcinku [a, b]. Znajdziemy $rednia i wariancje S.
Przypomnijmy, ze dla zmiennej losowej Z ~ Poi(f) mamy: E[Z] = Var[Z] = 0, czyli
(@) =E[S|0 = 0] = 02(0) = Var [S|© = 0] = 0. Ze wzoréw (7.1.5)-(7.1.6) mamy: E[S] =
E[E[S|0]] = E[©]. Analogicznie Var [S] = E [Var [S|©]] + Var [E [S|©]] = E [O] + Var [0].
Stad E[S] = @ oraz Var [S] = (a;b) + (bzg)Z.

O

Przyktad 7.1.4 [EA:5.10.1996(5)] Rozktad warunkowy dwoch ryzyk X i Y przy danej
wartosci parametru © = 6 ma nastepujace charakterystyki:

%ﬂXY@:ﬂ:%G
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E[X]©=0] =0
E[Y]© =0 =0

podczas, gdy rozkladem parametru © w populacji ryzyk jest rozkltad Gamma(3,6). Obli-
czymy Cov [X,Y].

Ze wzoru na kowariancje dostajemy :
Cov[X,Y]=E[Cov[X,Y|O]] + E[E[X|O]E[Y|O]] - E[E[X|O]| E[E[Y|O]]
:%mm+EﬁﬂgmmmV:%m@+vM@y

o

Dla zmiennej losowej © o rozkladzie Gamma(a, f) mamy: E[©] = § oraz Var [0] = £.

Stad Cov [X,Y] = 1.

=

O

W przyktadzie 7.1.1 pokazaliémy niejednorodny portfel ryzyk, w szczegdlnosci 6;, praw-
dopodobienstwo szkody w danym roku, byto tam inne dla réznych kierowcéw. Typowym
zadaniem w takiej sytuacji jest wyestymowanie parametru 6; dla kazdego z kierowcéw z
osobna. Procedura ta nazywana jest metoda wiarogodnoSci (credibility, experience ra-
ting). Podstawowymi zalozeniami metody wiarogodnosci sa:

o zalezno$¢ indywidualnych ryzyk Sii, ..., Sin,, S; od parametru struktury © = 0;;

® Sit, ..., Sin,;, S; tworza ciag niezaleznych zmiennych losowych o dystrybuancie F bi 4
gestoscia [,

e parametr struktury © jest zmienna losowa o dystrybuancie Fg i gestodci fo(6) =
7(0) (gestosé a priori).

Niech S; = n% Z?;l S;; bedzie srednia wielkoscia szkody dla i-tego typu ryzyka, pu(6;) =
E[Si;]© = 60:], p = E[u(©)] oraz 02(6;) = Var[S;;|© = 6;]. Jezeli rozwazamy sktadke
netto, to w przypadku przyjecia hipotezy o jednorodnosci sktadka dla kazdego klienta
bedzie wynosita . W przypadku odrzucenia sktadka netto dla i-tego klienta wynosi u(6;).
Zauwazmy, ze wartoéci © nie sa obserwowane. Estymatorem p(6;) jest S;.

Podamy najpierw kryterium, kiedy mozemy stosowaé S; jako dobrego estymatora dla
sktadki indywidualnej. Rozwazmy w tym celu male a € (0,1) i duze p € (0,1). Bedziemy
uzywali S; jako estymatora dla u(6;), gdy

P(IS; - n(©)] < ap(©)[© = 6;) > p. (7.1.7)

Powyzszy warunek nazywany jest warunkiem catkowitej wiarogodnosci. Jest on réw-
nowazny warunkowi minimalnej wielkosci préby dla duzych prob, gdzie mozna zastosowaé
aproksymacje¢ normalng do S; . Mamy wtedy

S n©)  an®) o\ . (aymm6))
P(W@)/m<W<@>/m9‘gl>”2¢< a2<ez->> e
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a stad

2 2(p.
n; > M. (7.1.8)
a?(u(6;))?
Przyktad 7.1.5 Przypudémy, ze (S;;) j>1 Maja rozklad Poissona z nieznang $rednig ©; =
Ai - Wtedy u(\) = A = 02(\;) (poréwnaj Przyktad 7.1.3). Wtedy (7.1.8) redukuje sie do

2(21+p>/2

Aing > 5
a

i w szczegodlnosci, gdy a = 0.05, p = 0.9 dostajemy
Ain; > 1082.28.

Poniewaz lewa strona powyzszej nieréwnosci moze byc interpretowana jako oczekiwana
ilos¢ szkoéd w ciagu n; lat, dostajemy, ze catkowita wiarogodno$é¢ moze byé zastosowana,
gdy zostanie zgloszonych 1083 szkdd z i-tego ryzyka.

O

7 powyzszego przykladu widzimy, ze metoda catkowitej wiarogodnosci moze by¢ stoso-
wana w wyjatkowych przypadkach. Alternatywnym podejsciem jest tzw. wiarogodnos§é
czeSciowa. Polega ona na estymacji parametru p(6;) za pomoca

bS; + (1 —b)u. (7.1.9)

Wielko$é b € [0,1] powinna byé tym wieksza im wiecej danych mamy do dyspozycji.
Warunek wiarogodnoéci czesciowej ma nastepujaca postac:

P(b]S; — w(©)] < au(©)|0 = 6;) > p.
Przyktad 7.1.6 (cd. Przykladu 7.1.5). Zastosowanie aproksymacji normalnej daje

: ay/ni(p(6:)) }
b = min 10
{ Z(14p) 2V 02 (0;)
Dla S;; o rozkladzie Poissona z nieznanym parametrem © = \;

. {a\/)\mi }
b = min 1.

Z(14p)/2

Poniewaz wielkos¢ \; jest nieznana, wiec zastepujemy A;n; odpowiednim estymatorem,
czyli ilodcia zaobserwowanych szkéd w ciagu n; lat.
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O

Przedstawione wyzej metody catkowitej i czeSciowej wiarogodnosci wymagaja duzej wiel-
kosci obserwacji. Przedstawimy teraz pewien ogdlny sposéb wyliczenia sktadki.

Niech (S1(0), ..., Sn(0), S(6)) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
F°.

Laczna gestosé wektora (S1(0),...,S,(0),5(6)) dana jest wzorem
Lol@1,o o an,x) = fo(x1) - fo(wn) fol(z).

Jest to warunkowa gestos¢ wielkosci szkéd przy warunku © = 6. Bezwarunkowy rozktad

wielkosci szkéd w portfelu (Si, ..., Sy, S) ma wiec gestosé

F(@1, -, Bny ) :/ie(ml,...,:cn,x)w(ﬁ)dﬁ (7.1.10)
Oczywiscie zmienne (St, . .., S, ) nie musza by¢ niezalezne (sa tylko warunkowo niezalezne).
Rozkladem a posteriori zmiennej © przy warunku S; = xz1,...,5, = z, nazywamy

rozktad o gestosci

TS1=g1,...,Sn=an(0) = Lg(xlv s Z)m(0)/ f(21, .., ). (7.1.11)

Rozktad szkody S pod warunkiem S = z1,...,S5, = z, dany jest przez:

fg(l“.%’l, B xn) = /f@(x)FS1:x1,...,Sn:zn ((9)610 (7.1.12)

Wyliczymy skladke netto kompensujaca szkode S (w danym okresie rozliczeniowym) przy
uzyciu informacji o poprzednich szkodach S; = z1,...,S, = =z, (w poprzedzajacych
okresach rozliczeniowych). Poniewaz skladke mozemy oprzeé¢ jedynie na obserwowanych
szkodach (nie znajac ©), szukamy wiec "najlepszego” estymatora fi(©) zmiennej pu(0) =
E [S|©] opartego na Si,. .., Sy. Jako kryterium ”dobroci” weZzmiemy kwadratowa funkcje
straty, tzn. w klasie estymatoréw [i(©) zbudowanych na prébie Sy, . . ., S, szukamy takiego,
kt6ry minimalizuje E [u(©) — 7i(©)]?. Niech Hy1 = E [u(©)[S1,. .., Sp]. Mamy wtedy

E [(1(0) = i(©))?] = E[(1(©) = Hyy1 + Hoyr — i(©))?]
(

= E[(1(©) = Hu1)? + (Hur1 — 4(0))°] +
+ 2B [(4(8) ~ Hus1) (o1 — i(0))].

)
)

Zauwazmy, ze

E{(1(©) = Hnt1)(Hnt1 — 1i(©))] = E[E [(14(©) — Hny1)(Hni1 — [i(©))|S1, - -, Sn]]
= E[(Hnt1 — i(©)) E(1(©) — Hnt1)[S1, - -, Sal s
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gdyz Hp11 — [(©) jest (mierzalng) funkcja obserwacji Si, ..., Sp. Ale z definicji H,41
E[(u(©) — Hy41)|S1, ..., 5] = E[u(©)]S1,...,S,] — E[Hut1|S1, .-+, Sn)
= in41 — Hn+1 = 0.

Mamy wigc E [(1(0) — i(0))?] = E [(1(©) — Hy11)?] + E [(Hn41 — 1i(©))?]. Zauwazmy
teraz, ze pierwszy skladnik nie zalezy od wyboru estymatora, natomiast drugi jest nie-
ujemny i zeruje sie¢ wtedy i tylko wtedy, gdy fi(©) = H,4+1 prawie wszedzie.

Definicja 7.1.7 Skiadkq bayesowskq wyznaczong na podstawie obserwacji S1 = x1,...,S, =
Ty NOZYWAMY

Hyi1(x1,..0,x0) = E[u(0)]|S1 =21, .., S, = o) (7.1.13)
= [ 1O 5111500 (O)0,

przy czym Hy,11(S1,...,Sn) jest najlepszym estymatorem u(©) w sensie Sredniokwadrato-
wym.
Zauwazmy, ze wyliczenie H,y1(x1,...,z,) wymaga znajomosci rozkladu a’posteriori. Po-
kazemy jak mozna pominaé ten wymog.
Optymalnosé Hy41(S1, ..., Sy) zachodzi réwniez w troche innym sensie. Zauwazmy, ze
Hn+1(Sl,..., ):E[/,L( )‘Sl,,S]

=E[E[S|©]|S1,..., 5]

=E[E[S|©,51,...,5.]|51,---,Sn]

=E[S|S1,...,5n].

Otrzymujemy stad nastepujacy wynik.

Twierdzenie 7.1.8 Przy zaloZeniach dotyczgcych struktury modelu mamy

Hy1(S1,- .., 8p) = E[S|S1, ..., Sn],

a wiec Hyp11(S1,...,Sy) jest rowniez najlepszym estymatorem zmiennej losowej S na pod-
stawie obserwacji S1,...,Sn.

7.2 Model liniowy Biithlmanna
(Bayesian credibility)

Jak wspominalidmy powyzej, bayesowskie podejscie do wyliczania sktadki wiarogodno-
Sci wymaga znajomosci rozktadu parametru ©. Zazwyczaj pozostaje on jednak nieznany,
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czesto nie wiemy nawet jaka jest przestrzen stanéow dla ©. Sprébujemy ominaé ten pro-
blem. Zamiast, jak w poprzednim rozdziale rozpatrywac klase wszystkich estymatoréw dla
w(©) = E[S|O] opartych na Si,..., S, rozpatrzmy estymatory postaci ag + >_7_1 ;S;. Z
uwagi na symetri¢ (zmienne losowe S1,...,S, maja te same rozklady brzegowe) musimy
przyjaé a; = --- = a,, a wigc rozpatrujemy estymatory postaci fip(©) = ag + a1 S, gdzie
S jest $rednia arytmetyczna. Naszym kryterium wyboru bedzie ponownie minimalizacja
$redniego bledu kwadratowego E {(,u(@) —ag — alg)ﬂ. Rézniczkujac wzgledem ag i a;
otrzymujemy

{ E[(1(6)] - a0~ @B [S] =0

E [(M(G) —ag—a15)8| =0 (7.2.1)

Mnozac pierwsze wyrazenie przez E [@} i odejmujac od drugiego otrzymujemy Cov [,u(@), ?} —
a1 Var [g} = 0, a stad korzystajac z (7.1.6)

Cov [1(©),5]  E[uw(©)S|-E[uO)E 5]

[ =

Var { ] E {Var {§|@] J + Var |E [@@H
B E[E[n©)5]6]] - E E[E[S|6 }
E {V { @H + Var { [?\@H
E|u(®)E [Se]] - E E[E[S6]]
E [Var [5]6]] +var[ [S|@] '

Zauwazmy teraz, ze E [?\@} =E [%(Sl +oF Sn)’®:| = 1pE[$]6] = E[S|O] = u(©),
gdyz S1,...,S, maja te same rozklady brzegowe (warunkowe i bezwarunkowe). Analo-
gicznie, Var {E@] = %Var [S]©]. Otrzymujemy wiec

= Var [u(9)] / (TllE [Var [S|©]] + Var [u(@)])

1 ostatecznie dla

k=B [Var[S|0]) /Var [1(©)] = E [0*(8)] /Var [1(©)

n  — k

AL®) = —25+ 0%

E[u(®)], (7.2.2)

lub zapisujac inaczej

fir(©) =bS + (1 - b)E [1u(O)] (7.2.3)
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1

- E[02(0)] -
1+ Ny

Zauwazmy, ze estymator we wzorze (7.2.3) ma analogiczna postaé jak wzér w przypadku
czesciowej wiarogodnosci (7.1.9). Powyzszy wzér definiuje nam liniowa sktadke wiaro-
godnosci opartg na Si, ..., S,. Wspélezynnik przy S jest malejacy wzgledem E [02(0)],
a wiec czym wieksza zmiennos$é szkdd, tym mniej wnosza one informacji na temat estymo-
wanej wielkosci, z drugiej strony wspé6lezynnik jest rosnacy wzgledem Var [u(0)] (wariancji
sktadki indywidualnej), a wiec czym wieksza zmienno$¢ miedzy indywidualnymi polisami,
tym wieksza wage przyktadamy do wartosci szkod.

Uwaga 7.2.1 Zauwazmy, ze kladac B; = S; — E[S|0], A = E[S]|©] — p, zmienne losowe
S; w naszym modelu mozna zareprezentowaé¢ w nastepujacej postaci

Si=p+A+B;

gdzie p jest liczba, natomiast wszystkie zmienne losowe A, B; sa nieskorelowane oraz
E[A] = E[B;] =0, Var [4] = Var [u(0)], Var [B;] = E [02(0)]. Rzeczywicie,

Var[Bi] = E |(S; — n(0))?| = E [$?] - 2B[S +E[1(©)?]
= Var[S]] + (E[S)])* — 2E [E[Sin(0)[6]] + E |u(6)?]
= B [0%(0)] + Var [u(®)] + (B [4(©)])* - 2B [ O)E[S;{6]] + E [11()*
= E[0%(0)] + Var [1(©)] + (£ [(®)))* ~ 2E [11(©)*] + B [u(6)?]
=B |0*(0)]

Cov[A, B] = E[AB;] = E[(S; ~ E[S|€])(E[S]6] — )
= E[SB[S]0]) - uB[S{] - E |(B[S|6))*] + uB[E [5|0)]
= E[Sip(®)] — u* ~E [u(©)’] +4* = 0.

Tutaj: u jest srednia wysokoscia szkdd dla caltej populacji, A jest losowym efektem wia-
sciwym dla calej populacji, B;-indywidualnym losowym efektem dla i-tego ryzyka.

Aby ominaé potrzebe znajomosci rozkladu a’posteriori w przypadku liniowym estymujemy
wsp6lezynniki pojawiajace si¢ we wzorze (7.2.2). W tym celu oznaczmy: ¢ = E [02(0)],
v = Var [u(0)]. Zalézmy, ze mamy portfel sktadajacy si¢ z N jednakowych, niezaleznych
polis, ktére obserwujemy przez n lat. Niech S;; oznacza szkodg z i-tej polisy w j-tym roku.
Przyjmijmy:

n 1 N 1 N n
ZSU, N;Sizwzzsﬁ-

iV =
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Jako estymatory kladziemy:

1 N n
p=56=v—= (Sij — 5i)*.
N(n—1) i=1j=1 !

Estymatory te sa nieobciazone. Naturalnym estymatorem dla v powinno by¢

1 X,
N_1 i:l(Si — )"
Mamy jednak
N [ N 2
Nl—1;E (5= = N]\—f it (NN B ]1[32232])
- . )
- N]\_f 1E (NJ\_[ 1(§1 ®) — Ji]—j;(sj _#))

= 5 (B[] Var [u(@)) + 42) + " (Ve [u(©)] + )

E [Var [u(©
— Var (o)] + ELr O]
Oznacza to, ze proponowany estymator jest obciazony. Mozemy jednak potozy¢

1 ?
SR oA B
v N —1*“ (S ) n
=1
Poniewaz jednak ¥ moze przyjmowaé¢ ujemne wartosci, jako estymator bierzemy (0)4 =
max{7,0}. Biorac k = §/ (0)4 wzér (?7?) przybierze postaé

n 5, kg, 5
,LALL(@) = n+/k?S T n-&-/k?u ’ (Q})+ >0 . (7.2.4)
[ ;o (04 =0

Przyktad 7.2.2 Niech Sy, ..., S, beda warunkowo (pod warunkiem © = ) niezalezne o
tym samym rozkladzie Poi(6):
0 92?:1 Ti
fo@i,..san) =P(S1=21,...,5 =2,|0=0) =" ———, 7, €N

i=1 Tg:

m(0) = Aa@a*lef)‘g/lﬂ(a) (gestosé gamma).
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Wtedy rozklad bezwarunkowy dany jest wzorem
/ 9o~ 1 7)\9 7n992 1% P

S: :—
,Sn = p) F(a ZIIZ

P(Sl =T1,---
_ 21 zi+a—1 —9()\+n)
O / 62 o

o Tt o)
D() Ty @it (A 4 ) iz wite

Biorac n = 1 dostajemy
AY Tz + «)

P(S1 =)= o)z (A4 1)*+a
_ (:L‘l +a— 1>p°‘qzl

€1
Zp= ( X +1> = 1—gq, czyli rozklad ujemny dwumianowy. Rozklad a posteriori na podstawie

Sy, = zp, dany jest wzorem (7.1.11), stad

obserwacji 51 = 1,
(A+n)2im it S mita—1 ,~(n+))0
=z =z 0) = i=1 LT n+A)
TS1=x1,...,5= n( ) F(E?:l z; +a) 1 €
Jest to wige rozklad Gamma(>"1 | z; + a,n + X). Mamy wtedy tez (patrz (7.1.12))
[} 990 A ZT.L: Tita n A
s(fL‘|$1, L ’;pn) = / e~ - ( + n) 1 92121x1+a71€—(n+>\)9d9
= (A+ n)z o / 9w+Z zita—=1,—(n+A+1)0 19
oz + a)x!
_ QX Tt S xi+a)
F(Z?:l x; + Oé).%! (TL T 1)£E+Zn | Tito
(Y ta—1 ( A+n )Z?_lma 1
B x A+n+1 (n+A+1)*
Poniewaz S pod warunkiem © = § ma rozklad Poi(f), wiec E[S|© = 6] = Var [S|© = 0] =
6. Momenty zmiennej losowej S obliczamy nastgpujaco: E [S] = E[E[S|0]] = E[O] = §,
E[O] + Var [©] = § + 3. Mamy takze

E [Var [S|O]] + Var [E [S|O]] =

Var [S] =
Var lzn: Sl-] =K lVar [z”: Si|©| | + Var [E [2”: Si\@H
i=1 i=1 i=1
= E [nO] + Var [n@©] = nE [0] + n*Var [©]
= na + nZE
2

A
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Zauwazmy, ze wariancja sumy nie jest suma wariancji, w szczegdlnosci zmienne Si, ..., .S,

nie sg niezalezne. Warunkowa srednia i wariancja dla rozkladu a’posteriori dane sa wigc

wzorami (korzystamy z momentéw rozkladu Gamma): E [0]S] = x1,...,5, = z,] = "fjna,

Var [0S = z1,...,5, = 2] = &iﬁz. Poniewaz ;(0) = © wiec Hy,41 = E[O]S1,...,5,] =
S 2

”S+a . Stad E[Hpy1] = "/\“:no‘ = &, Var [Hy,11] = Var {”f:na} = (1+ %)/ (n+ A)". Esty-

mator liniowy jest postaci (por. wzér (7.2.2))

n o — «a
S )
n—+ A +n+A

ACIES

Rzeczywiscie, u(©) = 02(0) = O (z wlasnosci rozkladu Poissona) oraz Var [u(0)] =
2 e

Var [0] = %, E[0°(0)] = E[0] = ¢, a wiec estymator liniowy jest réwny sktadce

bayesowskiej.

O

Przyktad 7.2.3 Niech 5i,...,.S, beda warunkowo (pod warunkiem © = 6) niezalezne o
tym samym rozktadzie Exp(0):

fo(zi,...,2n) = 9”6_92?=1$i, T, ..., Ty >0,
7(0) = A0 e M /T(a)  (gestosé gamma).

Wtedy rozklad bezwarunkowy ma postaé

X et aay a g AT Dla+n)
) = [ gl OO ) g = :
Flarseea) = w5 | ‘ 1 F(o) A+ Sy )t

W szczegdlnodci, dla n = 1 jest to przesuniety rozktad Pareto. Rozklad a posteriori uzy-
skany na podstawie obserwacji S1 = x1,...,S, = z, jest postaci

(/\ + E?:l xi)aJrn 0n+a_le_9()‘+2?:1 T
F(a+n)

ﬂ-Sl:xl,...,Sn:mn (9) =

jest to wigc rozklad Gamma(n + o, A + >°1; ;). Mamy takze

+ n
fs(@lzy,... 2 / Oe ~oa A+ Z(:Z ix’)) grta—1,~00+>7" @) g9
a+n
(A +>00 CCz)a+n /oo 9n+ae—0()\+zz’:1 zit2) 7
INa+n) 0

A )t Fn+a+1)
I'a+mn) A+ >0 2 + x)nte

A n_ ; n+a
:(n+a)( —1—521_1:1: )
A + Zi:l xX; +x
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Poniewaz S pod warunkiem © = 6 ma rozktad Exp(0), wiec E[S|© = 6] = 1/0, Var [S|O© = 0] =
1/62. Momenty zmiennej losowej S mozemy obliczyé bezposrednio z whasnoéci rozktadu
Pareto: p = E[S] = ﬁ, a > 1, Var[S] = )\ZW, a > 2, lub w nastepujacy
sposéb: E[S] = E[E[S|6]] = E[1/0], Var [S] = E [Var [S|0]] + Var [E [S|O]] = E [1/0?%] +
Var [1/0] = 2E [1/0?%] — (E[1/©])2. Wartosci te obliczamy w spos6b nastepujacy:

E[1/@ﬂ: %Aaea—le—w/r(a)dez A g 1ke=Aqp
o 0 0

()
= F)(\Z)F(a — k)
dla k > a, a stad E[1/0] = 2 E[1/0?%] = m Dla wariancji sumy mamy
natomiast:
Var [i Si] =E l\/ar [ Y Si] |©| + Var lE [i S; ]@]
i=1 i=1 i=1

1 1 n+a—1
=nE || +n°Var | = | = n)\? :
i [ + Ve ] = (a = 1D*(a—2)

Warunkowa $rednia i wariancja dane sa wiec wzorami: E [©|S] = z1,..., 5, = x,] = )\”_:'n%,
Var[©|S1 =z1,...,5 =z, = (}\’:r%)g. Skladka bayesowska zadana jest wzorem (u(©) =
1y.
o)

1 n — a—1

Hyi =E|=|S1,....5,| = . 2.
L [@‘Sl S} n+aoa-—1 +n—1—oz—1'u 25

Rzeczywiscie, rozklad a posteriori jest rozkladem Gamma(n + a, A\ + > x;) a moment

rzedu —1 tego rozkladu wynosi ﬁf(a —1) = A = 4. Mamy takze E[H, 1] = pu,

a—1
n 2
Var [Hp4+1] = nFfa—1 (a_1))5(a_2)'

Estymator liniowy jest postaci (por. wzér (7.2.2))

n 54 a—1
n+a-—1 n+oz—1'u‘

[r(©) =

Rzeczywiscie, u(0) = 1/0, 02(0) = 1/02, astad: E [u(0)] = -2+, Var [u(©)] = Var [1/0)] =
2

G Tra B [‘72(@)] =B [1/©7]

skladce bayesowskiej.

= (a_l))‘%, a wiec estymator liniowy jest réwny

0

Przykltad 7.2.4 Niech X3,..., X, beda warunkowo (pod warunkiem © = 6) niezalezne
o tym samym rozkladzie normalnym ze érednia @ i wariancja &2, tzn.
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fg(xl,...,xn):mexp Z ;— 0)2/262).

Zmienna losowa © ma rozklad N(n,o?),

m(0) = exp(—(6 — n)*/20?).

1
\V2ro

Wtedy rozklad bezwarunkowy jest dany przez

n

B 1 & 2 /6 2
f(xlw"alin)_(zﬂ)(n_;'_l)/ggno_/ exp(— ; /25 exp(—(0 —n)°/207)do
Rozklad a posteriori uzyskany na podstawie obserwaCJl S1=x1,...,5, 2— Ty jest wtedy

rozktadem normalnym ze Srednig ze $rednig X + + 2% 1 wariancja + 7> gdzie k =
Momenty zmiennej losowej S obliczamy nast@pujaco E[S] = E[E[S|©]] = E[O] = n,

Var [S] = E [Var [S|0]] + Var [E [S|O]] = E [¢?] + Var [0] = &2 + 2.

O

Zauwazmy, ze w powyzszych przykladach estymatory liniowe byly jednoczesnie estymato-
rami bayesowskimi. Okazuje sie jednak, ze nie zawsze tak jest.

Przyktad 7.2.5 Rozpatrzmy ubezpieczenia komunikacyjne. Zalézmy, ze wartos¢ szkody
S; € {0,1}, @ > 1, jest uzalezniona od sposobu uzytkowania samochodu. Niech © opisuje
spséb uzytkowania samochodu: © = 1 oznacza, ze ubezpieczony uzywa samochodu na do-
jazd do pracy, © = 0 w przeciwnym wypadku. Zauwazmy, ze ta informacja jest najczedciej
niedostepna dla towarzystwa ubezpieczeniowego. Przyjmijmy: 7(1) = P(© = 1) = p =
1- PO =0)=1—m(0) oraz fy(1) = P(S; =1/© =0) = 30+ 1 = 1 — P(S; = 0|© =
0) = 1 — fp(0). Zakladamy, ze ryzyka S;, i = 1,...,n, sa warunkowo niezalezne. Intu-
icyjnie, © = 1 powinno oznaczaé, ze klient zaptaci wigksza sktadke. Zatézmy, ze w chwili
n 4+ 1 przychodzi nowy klient (oczywiscie, nie znamy jego parametru ), mamy jednak
obserwacje jego szkéd S1 = 1, ..., S, = x,. Mamy ze wzoru (?7)

E[u©)S1 =21,..., 8, = x| = p(0)7z,... 2, (0) + p(D)7p, 2. (1). (7.2.6)

Uzywajac teraz wzoru (7.1.2) otrzymujemy p(0) = fo(1) = 1, (1) = f1(1) = 3. Ze wzoru
(7.1.10) i z warunkowej niezaleznosci dostajemy

f(xl,...,xn):/fg(xl,...,xn)w(ﬁ)dé

= [ folan) - folan)n(6)do
= folw1) -+ fol@n)m(0) + filz1) -+ fi(wn) (1)

SRR OO
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Z (7.1.11) i warunkowej niezaleznosci dostajemy teraz

75,5, (0) = fo(x1, ..., 2n)7(0)/ f(21,. .., 20)
= fo(z1) - fo(zn)m(0)/ f(21,. .. 2Tn)

- (}l)Z (f’;)Z (L= p)/fr, )

oraz

7si,..8. (1) = fi(zr, ..., zn)7(1)/ f(z1,..., 20)
= fi(z1) - fi(@n)m(1)/ (21, ... @)

_ @Z’“ (jl)"z“p/fm,...,m

Wstawiajac powyzsze wartosci do wzoru (7.2.6) otrzymujemy sktadke dla n + 1-klienta:

HOZ (0 0 ()5 ()
()= ()" F" a-p+ (3)Z" (1) ="

W szczegbélnosci, skltadka H,,; obliczona metoda bayesowska nie jest liniowa
funkcja sumy szkéd jak w Rozdziale 7.2.

n+1 —

7.3 Skladka wiarogodnosci: metoda wariancji

Sktadka wiarogodnoéci daje sie zdefiniowaé nie tylko dla metody netto wyliczania sktadki.
Przesledzimy metode wariancji. Zakladamy wiec, ze

H(0) = u(0) + 60*(0)

oraz 6 zostalo wybrane losowo zgodnie z dystrybuanta U (6) o gestosci 7(6) (jako realizacja
zmiennej losowej ©). Wtedy sktadka w portfelu ma postaé

H = i+ 80% = B[u(0)] + 0(E [0%(©)] + Var [u(0))]).
W jezyku wielkosci S mozna powyzsze wartosci zapisaé¢ jako
H =E|[S] + §Var[5],

H(6) =E[S|© = 6] + 6Var [S]|© = ] .
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Przy ogélnoéci przyjetych zalozen, mozna zamiast © rozwazy¢ dowolna inna zmienna
losowa, a nawet wektor zmiennych losowych. W szczegdlnosci biorac S, . . ., .S, rozwazamy

E[S|S1 = x1,...,5, = xp] + 0Var [S]|S1 = x1,...,Sn = T4)

oraz

E[H(©)|S1 =x1,...,S, = zp] + dVar [u(O)|S1 = z1,...,5 =z, .

Okazuje sie¢ (zobacz Twierdzenie 7.1.8), ze powyzsze wielkosci sa sobie réwne. Oznaczamy
je Hyy1 i nazywamy skladka wiarogodnoéci. Biorac H(0) = u(0) + 60%(0) otrzymujemy
z drugiego z powyzszych wzoréw

Hn+1 = E[,u(@)|51 = T1y.. .,Sn = IL‘n]
+ 0B [0%(©)[S1 = @1,..-, Sp = Tn| + 0Var [u(O)[S1 = 31, .., Sp = 2]

Pierwsze dwa skladniki sa stanowia czes¢ przyblizajaca skladke, trzeci sktadnik
jest czescia fluktuacyjna.

Podobnie jak dla sktadki bayesowskiej netto powstaje problem wyliczenia poszczegdl-
nych sktadnikéw znajdujacych sie w powyzszym wzorze. Jest to natychmiastowe, jezeli
znamy rozklady a’posteriori, w przeciwnym razie skladniki te bedziemy przyblizali funk-
cjami liniowymi. Przyblizenie pierwszego skladnika znamy juz ze wzoru (7.2.2): dla k =
E [02(©)] /Var [1(©)] mamy

E[1(0)|S1 = 21, ..., Sn = n] ~ bS + (1 — b)E [(©)] .

gdzie b = czyli

Var [1(©)]

"= IE20)] + Varu(©)] (73.1)

Drugi skladnik sktadki aproksymujemy funkcja liniowa postaci d 4+ c¢X2, gdzie ¥? =
ﬁ S 1(S; — S)? Analogicznie otrzymuje sie

E[0%(0)[S1 =21,..., 8 =2, 52 + (1 - F [0%(0)],

. Var [02(0)]
E [Var [X2|0]] + Var [02(©)]

(7.3.2)
7 ostatnia czeScia postepujemy w sposOb nastepujacy. Mamy z definicji wariancji

Var [1(©)|S1 = x1, ..., Sn = =]
= B[(1(0) ~B[u(®)|S1 = z1,..., 8 = 2] 2|1 = 21, S0 = 7] .
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Korzystajac jednak z przyblizenia pierwszego skladnika otrzymujemy oszacowanie na Var [u(©)[S1 = z1, . ..

B [(1(0) = bS — (1= HE [u(O))?[S1 = 21, Sp = 2],

co przyblizamy poprzez

E [(1(0) = bS - (1 - HE[u(©)))?] = v°E [

— (1 - b)Var [u(O)].

Reasumujac, estymator liniowy dla H,11 jest postaci
bS + (1 = HE[u(O)] + 6(cX2 + (1 - O [0%(8)]) + 5(1 — b)Var [u(®)], (7.3.3)

gdzie parametry b i ¢ sg wyliczone we wzorach (7.3.1) i (7.3.2).
Podobnie jak we wzorze (7.2.4) mozemy estymowaé potrzebne wielkosci we wzorze (7.3.3)

na podstawie danych. I tak korzystajac z tozsamosci Var [?} = %E [02(0)] + Var [1(0)]
otrzymujemy

nVar [?} — Var [S]

b= — (7.3.4)
(n—1)Var [S}
_ (n—1)Var [£?] — Var [%3]

‘= (n — 1)Var [22] = (7:35)
gdzie B3 = (Sy — 514522 4 (S — 514522,

E[0%(0)] = - " -(Var[$] - Var [s]), (7.3.6)

nVar {?} — Var 9]
Var [1(©)] = . (7.3.7)

n—1

Przyktad 7.3.1 W przyktadzie tym nie znamy rozktadu a priori. Rozwazmy polisy samo-
chodowe przyjmujac dla uproszczenia, ze jednorazowa wyplata wynosi 1. Na jedna polise
moze przypas¢ k wyptat, £ > 0. Mamy nastepujace dane dla roku 1:

iloé¢ zgloszen | ilo$¢ polis | catkowita iloé¢ zgloszen

k m k-m k*m
0 103704 0 0

1 14075 14075 14075
2 1766 3532 7064
3 255 765 2295
4 45 180 720
5 6 30 150
6 2 12 72
7 0 0 0
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Mamy: S.m = 119853, S_k - m = 18594, 3 k?m = 24376. Posiadane dane sa danymi
kolektywnymi. Niech S; oznacza ilos¢ szkéd na jedna polise w pierwszym roku. Wtedy
dla E[S)] = p i Var[Si] = 0? mamy: i = et = 0.155, 02 = 2215 — 0.1552 =
0.179. Stad sktadka wariancji ma posta¢ H = 0.155 + 0.79b. Zalézmy teraz, ze ilos¢
szkéd na jedna polise ma rozklad Poissona z parametrem 6 (zalozenie to jest calkiem
rozsadne: érednia i wariancja sa sobie bliskie). W tym przypadku p() = o%(0) = 6
i skltadka indywidualna wariancji ma postaé: H(0) = (1 + 9)6. Sktadke wiarogodnosci
estymujemy w sposéb nastgpujacy. E [02(0)] = E[O] = E[u(0)] = E[S1], Var[$] =
Var [E [S1]©]] + E[Var[$1|0]] = Var[u(©)] + E[0%(©)] = Var[u(©)] + E[O], a stad
Var [1(©)] = Var [S1] — E[S1]. Warto$é E [0%(0)] estymujemy wigc za pomoca [i, a war-

tos¢ Var[u(©)] za pomoca 52 — fi. Stad k = EQLA . Jezeli teraz w nastepnych latach
ilodci szkdd z pojedynczej polisy beda wynosity Si,...,S, to oszacowanie komponenty

sredniej we wzorze (7.3.3) ma postaé ﬁ§+ ﬁﬁ = n+2_46§+ n$3360.155. Dla zmiennej

losowej Poissona wspélczynnik ¢ w komponencie wariacyjnej jest taki sam jak b (w obu
przypadkach minimalizujemy te sama zmienna losowa O). Dla czesci fluktuacyjnej mamy
(1 —b)Var [u(0)] = ;5%50.024. Stad

6.46 — 6.46

n
P(ky,...,kp) = (——=0.1 1+0)+46 .024.
(ki k) = ( 0.155 + S)(1+0) + 8 —c0.0

n + 6.46 n + 6.46

O

7.4 Estymatory najwiekszej wiarogodnosci (NW) dla mo-
deli bayesowskich

Przykltad 7.4.1 (cd. Przykladu 7.2.2) Estymatorem najwickszej wiarogodnosci dla pa-

rametru x(©) = © na bazie S1 = x1,..., S, =, jest
~ nS—+a—1
C) =
NW P

gdyz gestos¢ warunkowa mg,—z, . §.=z,(0) jest gestoScia Gamma (3 ;L z; + a,n+ ).

Momenty estymatoréw najwiekszej wiarogonoéci i bayesowskich dane sa wzorami: E {@ NW}

P, Var [Oxw ] = Var [ME ] = (4 1)/ (0 )7

O
Przyktad 7.4.2 (cd. Przykladu 7.2.3) Estymatorem najwiekszej wiarogodnosci dla para-
metru © na bazie S; = x1,...,S, = z, jest (podobnie jak we wczesdniejszym przykladzie)
~ n+a—1
Onw = ——=—

A+nS
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Estymatorem najwigkszej wiarogodnosci dla parametru p(©) = E[S|©] = 1/0 na bazie
Sl :Jil,...,Sn :xnjest

n — a—1

) Q) = . 7.4.1
ivw(©) = o S P a1t (7.4.1)
Rzeczywiscie, ggstos¢ zmiennej losowej Z i 1/Z sa zwiazane zaleznoscia: fi,7(2) = %,
stad gestosé warunkowa zmiennej losowej 1/0 pod warunkiem S, = z1,...,S, = x, dana
jest wzorem:
A+ X0 )t 3 " e
T1/0|S1=a1,. Snen (0) = I‘(ot_inz) g—(n+atl) ,~(+D7 )/
. . . . . . . 2:21 i+ - D .
1 maksimum jest osiggnigte w punkcie 6y = ==L—5— ale p = E [S] = =27. Naktadajac
’ s . . . ~ _ nda-—1
wartos¢ oczekiwang na obie strony wzoru (7.4.1) otrzymujemy E [inw (0)] = Fop,
~ Var S _ 2 . . ~ ~
Var [iyw (©)] = n(n%—&-l% = Zigﬁ (ail))g(aﬁ). Zauwazmy, ze u(Onw) = 1/Onw =

%7 a wiec policzenie najpierw estymatora NW dla ©, a nastepnie wyliczenie sktadki

u(@ ~w) daje inny wynik niz policzenie estymatora NW od razu dla pu(0) = 1/0.
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7.4.1 Poréwnanie modeli bayesowskich

fo(z1,...,mn) Poi()
() C(a, A)
flx1, ... xn) ujemny wielomianowy
TS1=x1,....8.=xn (9) F(Z T +a,n+ )‘)
E[S]=p 5
Var [S] = o2 a(ijl)
E[O]S1,. .., S nSta
Var [0Sy, ..., Sy] &f%ﬁé
u©), 7*(0) 0,06
H,i1 =E[w(©)|S1,...,S) nSta
E[Hy] =E[p(O)] by
Var [Hy 1] A4/ (n+N)?
Onw v
E (:)NW nu;fnil
Var [© nO(] 4 ) /(n+ \)?
Var 377, Si] TA+%)
£L(©) 732 + g
fivw (©) i Vi
E [inw (©)] natass

Var [inw (©)]

A+ R/ (n+))?
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f@(x17"‘7x’n) E$p(9)
() I(a, A)
f(:cl,...,xn) Par
TS =z1,...Sp=cn (0) Fn+a+1,>zi+ )
E[S]=p .
2 a
VarlS] = o ¥ e
E[©]S1,..., 5] )\"jn%
Var [0©|S1,. .., S, ()\7:;%)2
#(6), 7°(0) /6, 1/67
Ho1 =E[u(©)IS1, -, S | 7255 + g
E[Hni1] = E[u(0)] 2
n 2
Var [Hn+1] n+a—1 (a—l)/\2(oz—2)
G ]
E |[Onw
Var éNW
Var (> iz 51 RN i
oL n+2—1§ + nigillu
finw (©) S + ?ilhﬂ-
E[inw (9)] ntatih
n+ta—1 22

Var [finw ()]

nt+a+1 (a—1)2(a—2)




168 ROZDZIAL. 7. MODELE BAYESOWSKIE



Rozdziat 8

Dodatek

8.1 Funkcje specjalne
e Funkcja Gamma
I'(x) :/ t"le7tdt, x> 0.
0

Zachodzi: I'(x + 1) = zT'(x).

e Niekompletna funkcja Gamma
o0
[(z,a) = / t"le7tdt, x> 0.
a
e Funkcja Beta

1
B(a,b) ::/ $1(1 — )1t
0

Zachodzi: B(a,b) = Fp(zla)ig)

8.2 Parametry i funkcje rozkltadow

Niech X bedzie zmienna losowa. Ze zmiennymi losowymi bedziemy utozsamiali nastepujace
funkcje:

e Dystrybuanta

169
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Funkcja przezycia (ogon rozkladu)

e Gestosé
B _d
f@) = fxl@) = F@)

Funkcja tworzaca momenty

M(t) = Mx(t) = Elexp(tX)];

Funkcja tworzaca kumulanty

C(t) = Cx(t) =log Mx(t).

Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa
— — X|
P(t) = Px(t) = B [t¥] = Mx(logt).
Oznaczmy teraz pi(X) = E [Xk}, mi(X) = E [(X —E [X})k] W przypadku, gdy wia-

domo o jaka zmienna losowa chodzi piszemy my i pp. Parametr u; nazywany jest k-tym
momentem zwyklym, my - k-tym momentem centralnym. W szczegdlnosci uy =: p

jest Srednia, a mg jest wariancja. Parametr 3 := ﬁ jest nazywamy sko$noScia, a
Y4 = % — 3 kurtoza. lloraz v := % nazywamy indeksem dyspersji, a 5 = VZ”
2

wspolczynnikiem zmiennoSci.

Drugi i trzeci moment centralny mozna wyrazi¢ za pomoca momentéw zwyktych:
Var[X] = E[(X -B[X])?| =E[X?| - (B[X))?,
E|(X -E[X]))’] = B[X% -3BE[X]E|X?|+2(B[X])*
Zachodza nastepujace wzory pozwalajace wylicza¢ momenty za pomoca funkcji tworzacych:
M®(0) =B [x*],

) =E[x], cP0)=Var[x], c¥0)=E[x-E[x])?.

Tak wiec pochodne funkcji tworzacej momenty pozwalaja wylicza¢ momenty centralne,
podczas gdy funkcji tworzacej C'x zwane sa kumulantami.



8.3. ESTYMACJA MOMENTOW 171
8.3 Estymacja momentow

Najpopularniejsza metoda estymacji parametrow gy i my jest metoda momentéw. Zasada
jest nastepujaca: estymujemy ‘'momenty teoretyczne’ za pomoca odpowiednich momentow
probkowych dla danych Xi,..., Xg. I tak

A 2
| o - ; a
Nl:EZXi =X; Bl =m, Var[i]=—
i—1
L
mg = — Z(Xz - Ml)2 g1 znane,
k-1 i=1
1 & o2 2 . _ 2m3
My =-——> (Xi—X)?=: 5" pnieznane;  E[nig] =mg; Var[mp] = k-1

8.4 Rozklady dyskretne

8.4.1 Rozklad dwumianowy Bin(n,p)

Jezeli
n -m
pos = (2

gdzie p € (0,1), ¢ = 1—p, m = 0,1,...,n, to X ma rozklad dwumianowy Bin(n,p).
Mamy

Pit) E[X] Var[X] m 7 7 V4
(g+pt)" mp  mpq q Y&l 34 1otwm

Rozwazmy teraz probe Xi,..., X ~ Bin(n;,p), gdzie Zle n; = n jest znane. Parametr
p rozktadu estymujemy w sposéb nastepujacy:

5 Z%Xz"
E[p] = bp,
1
Var[p] = pg—.
ar [p] pa-
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8.4.2 Rozklad Poissona Poi(\)

Jezeli

m

P(X =m)= —‘e_’\,
m!

gdzie A >0, m =1,2,3,..., to X ma rozklad Poissona Poi()).

P(t) E[X] Var[X] v 7% 73
exp(A(t — 1)) A A 1 % \%/\ %

Dla préby X, ..., X ~ Poi()),

3 - Zok
Em Y
Var[ﬂ = %

8.4.3 Rozklad ujemny dwumianowy Bin~ (r,p)

Jezeli
P(X =m) = (T e 1)19’"(1’”,
m
re Ry, m=0,1,..., tzn. X ma rozklad ujemny dwumianowy Bin~ (r,p).
P(t) E[X] Var[X] m 7 73 V4
(F2) % B 3 e A sy

Jezeli r € N, to dostajemy rozklad Pascala, jezeli r = 1 - rozklad geometryczny Geo(p).
Jezeli X ma rozklad Geo(p) to zmienna losowa M o rozkladzie warunkowym takim jak
X pod warunkiem X > 0 ma przesuniety rozklad geometryczny z P(M = n) = pq",
n € {1,2,...}. Oba rozklady geometryczne réznig sie Srednia, wariancje sa takie same.
Inaczej: M ma rozklad postaci Geo(p) * d;.

Na podstawie proby Xi,..., X ~ Poi()\), estymacja wyglada nastepujaco:
1. r znane:
r—1
E [)\} = p
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2. r i p nieznane:

8.5 Rozktady ciagtle

8.5.1 Rozklad normalny

Gestoéé zmiennej losowej X o rozkladzie normalnym ze érednia p i wariancja o? jest
postaci

¢ () =

Piszemy wtedy X ~ N(u,02). Jezeli p = 0i 0% = 1 to méwimy o standardowym rozkladzie
normalnym.

exp(—(z — p)?/20%).

Parametry:
M(t) E[X] Var[X] gt Y2 3 M
e“‘;>2+w, M o? %Q,M#O 2pu#0 0 0
Majac dane X7, ..., Xy, parametry p i o0 estymujemy metoda momentéw.

8.5.2 Rozklad odwrotny normalny IG(u,0?)

Niech X ma gesto$¢ zadana wzorem

= o5 (52 4))

gdzie p € R, 0 >0, = € R, tzn. X ma rozktad odwrotny normalny IG(u,?).

Parametry:

M) E[X] Var[X] m 7% 13 m

I Il
g g

Qe
[GV)]
ars

-

ot

=

) H

°|

Dla préby X1, ..., X ~ IG(u,0?)
k

ZXz'a

i=1

i x Y]

ﬁ:Y:

| =

-1

)
1



174 ROZDZIAL 8. DODATEK

8.5.3 Rozklad logarytmiczno-normalny LN (u,0)
Niech X ma gestos¢ zadana wzorem

1 —(1 — )2
f(ﬂﬁ):(xa%)eXP((O%iQm), x>0, peR, c>0.

Wtedy X ma rozktad logarytmiczno-normalny LN (p,0).

M(t) E[X] Var [X] IR 73 Y4

, 6#4%02 (gUQ — 1) e2uta? (6‘72 + 2) Ver? —1 e + 2¢°° + 3¢7” — 3

Jesli Y jest N(u,0), to X =e¥ ~ LN (u,0).
Dla préby Xi,..., X ~ LN (u,0?)
1 k
:a = 7ZIOgX’£7

=1

o

Q)
Il
_—
N‘\ =

k
Z (log X; —

8.5.4 Rozklad wykladniczy FExp(\)
Niech X ma gestos¢ zadana wzorem

fx(z) = re™,

gdzie x > 0, A > 0, tzn. X ma rozklad wykladniczy Exp()).

Parametry:

M) E[X] Var[X] 71 72 v m

Dla préby Xi,..., X ~ Exzp(N),
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8.5.5 Rozklad Gamma Gamma(a, )

Niech X ma gesto$¢ zadana wzorem

et = L

a>0,5>0,z >0, tzn. X ma rozkltad Gamma Gamma(a, 3).

M(t) E[X] Var[X] 71 7% 73 ™
B a a 11
B-v= B e B Va

Jezeli X ~T'(1,0), to X ~ Exp(f).

Dla préby X,..., X ~ I'(a, B),

a = S
= e (Xi — X)?

~ X

= T

8.5.6 Rozklad Weibulla Wei(r, c)

Niech X ma gesto$é zadana wzorem

f(z) = rez" texp(—ca"), x>0,

175

gdzie 0 < r jest parametrem ksztaltu, ¢ > 0 jest parametrem skali. Wtedy X ma rozktad

Weibulla Wei(r, c).

M (t) E [X] Var [X]

1 2

C@rEey @) e -y

Jedli X jest Wei(1,c), to X ~ Exp(c).

Dla préby X, ..., X, ~ Wei(r,c) parametry ¢ i r estymujemy rozwiazuja uklad réwnan:

e o X7 =1
S (eXT —1)log X; =1
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8.5.7 Rozklad Pareto Par(a,c)

Niech X ma gestos¢ zadana wzorem

f@) = (S)E), >

cC T

gdzie a > 0, a ¢ > 0 jest parametrem skali. Wtedy X ma rozklad Pareto Par(a,c) .

M(t) E[X] Var [X] o2 V3 V4

. . o . o 2 o a+1 a—2
nie istnieje ¢ %7, a >1 cm,a>2 20554/ a >3
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